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Ç0È³É5Ê"Ë_Ì²É�Í.ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô"Õ{Ò´Í·ÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ2Ô2ÑÖÚ_Ì²É�Û³Ë_Ñ²Ü_Ô"Û�Ò�Ý�ÑÖÓ_ÞZÑÖÓ³Ô2Ñ²Ü_É�Ï
d ß ÜIÑÖØ�É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì�Ü_Ò´Ø!Ï\ÑÖÓ D Í2É�ÌàÏ\Ð2É5Ð�È³ÉÉ�áwÒ´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó^Ò\Õ
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u
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p ä






∂tu+ (u · ∇)u = −∇p ÑÖÓ [0, T ] ×D,
div u = 0

ÑÖÓ
[0, T ] ×D,

u · n = 0
Ò´Ó

[0, T ] × ∂D.

å�æ�ç

èkÉ�Ð5Ë³Ô�Ï´Ô2Ô2Ë_Ø�É�Ð�È�Ï\Ð
u
Ñ²Ô�Ô�Ø�Ò`Ò´Ð�Èké³Ô2ÒcÐ�È�Ï\Ð�ÑÖÐ�Ù_Í2Ò�ÜIË³×uÉuÔ¨Ï3Ë_Ó_Ñ²Î�Ë³É�Û�Ò�Ý

g
é_Þ�ÑÖáwÉ�ÓêÚ�â

{

ġ(t, a) = u(t, g(t, a)),
g(0, a) = a.

å Ý.ÉcÝ�ÑÖÌÖÌ·Ï\Ì²Ô2ÒhË³Ô2É3Ð�È³ÉZÓ³Ò´Ð(Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó
etu(a)

ÑÖÓ°Ð�È³É3Ô(ÉuÎ�Ë³É�Ì çQëAì âêÐ�È³ÉZÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ2Ô�ÑÖÚ_ÑÖÌÖÑÖÐ�â}×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Óké4Ý.É3ÞwÉ�Ð
Ð�È�Ï\Ð�Ï\Ð.ÉxÏ´×(ÈhÐ�ÑÖØ�É

t
Ð�È³É�Ø!Ï\Ù

g(t, ·) : D → D
Ñ²Ô�Ï�Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ2É�Í�á`ÑÖÓ_Þ6ÜIÑ�íGÉuÒ´Ø�Ò´Í�Ù_È_Ñ²Ô�ØîÒ\Õ D é�Ð�È�Ï\ÐCÑ²Ô

g(t, ·)#µD = µD
å È³É�Í2ÉpÏ\Ó³ÜNÑÖÓNÐ�È³ÉAÔ2ÉuÎ�Ë³É�Ì

f#µ
Ñ²Ô0Ð�È³É�Ù_Ë³Ô�È ß Õ»Ò´Í�Ý0Ï\Í2Ü®Ò\Õ"ÏZØ�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É µ Ð�È_Í2Ò´Ë_Þ�È^ÏZØ!Ï\Ù

f
é�Ï\Ó³Ü

µD
Ñ²Ô�Ð�È³ÉZáwÒ´ÌÖË_Ø�É3Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É3Ò\Õ·Ð�È³É�Ø!Ï\Ó_Ñ�Õ{Ò´Ì²Ü

D
çQë5ï Ñ²É�Ý�ÑÖÓ_ÞhÐ�È³É3Ô�Ù�Ï´×uÉ

SDiff(D)
Ò\ÕCØ�ÉxÏ´Ô2Ë_Í2É ßÙ_Í2ÉuÔ2É�Í�á�ÑÖÓ_Þ^ÜIÑ�íGÉuÒ´Ø�Ò´Í�Ù_È_Ñ²Ô�Ø�ÔZÒ\Õ

D
Ï´Ô�Ï\Ó}ÑÖÓIã³Ó_ÑÖÐ2É ß ÜIÑÖØ�É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì�Ø!Ï\Ó_Ñ�Õ»Ò´Ì²Ü�Ý�ÑÖÐ�È}Ð�È³É6Ø�É�Ð�Í�Ñ²×6ÑÖÓ_È³É�Í�ÑÖÐ2ÉuÜÕ*Í2Ò´Ø;Ð�È³ÉhÉ�ØZÚ�ÉuÜ_ÜIÑÖÓ_Þ°ÑÖÓ

L2 é·Ï\Ó³ÜðÝ�ÑÖÐ�ÈðÐ(Ï\Ó_ÞwÉ�Ó�ÐcÔ2Ù�Ï´×uÉ!Ø!Ï´Ü_ÉhÚ�â�Ð�È³ÉBÜIÑÖáwÉ�Í�ÞwÉ�Ó³×uÉ ß Õ»Í2ÉuÉNáwÉu×�Ð2Ò´Í�ã�É�Ì²Ü_Ôxé
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† ó�ò ý�þ�óuñ ñ ù ú_ø�û2ø�ò ù ü
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ÿ Í�Ó³Ò´Ì²Ü!ÑÖÓ�Ð2É�Í�Ù_Í2É�Ð2ÉuÜhÐ�È³É�ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´ÓBÏ\ÚGÒxáwÉ�éIÏ\Ó³Ü�Ð�È³É�Í2ÉQÕ{Ò´Í2É å�æ�ç é`Ï´Ô.Ï����������	��

��ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´ÓhÒ´Ó
SDiff(D) ����� ëÿ ×u×uÒ´Í2ÜIÑÖÓ_Þ!Ð2ÒcÐ�È_Ñ²Ô5ÑÖÓ�Ð2É�Ù_Í2É�Ð(Ï\Ð�Ñ²Ò´Óké�Ò´Ó³É�×xÏ\Ó®Ì²Ò�Ò��hÕ»Ò´Í5Ô(Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô�Ò\Õ å�æ�ç Ú�âNØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_ÞhÐ�È³ÉpÏ´×�Ð�Ñ²Ò´Ó

∫ T

0

∫

D

1

2
|ġ(t, x)|2 dµD(x) dt

å��wç
Ï\Ø�Ò´Ó_ÞBÏ\ÌÖÌkÙ�Ï\Ð�È³Ô

g(t, ·) : [0, T ] → SDiff(D)
Ý�ÑÖÐ�È

g(0, ·) = f
Ï\Ó³Ü

g(T, ·) = h
Ù_Í2ÉuÔ2×�Í�ÑÖÚGÉuÜ å Ð�â�Ù_Ñ²×xÏ\ÌÖÌÖâwé

Ú�â!Í�ÑÖÞ�È�Ð0ÑÖÓ�á�Ï\Í�ÑàÏ\Ó³×uÉ�é
f
Ñ²Ô�Ð(Ï��wÉ�Ó�Ï´Ô.Ð�È³É¨Ñ²Ü_É�Ó�Ð�ÑÖÐ âBØ!Ï\Ù

i
ç éIÏ\Ó³ÜBÐ�È³É1Ù_Í2ÉuÔ(Ô�Ë_Í2É5ã�É�Ì²Ü®Ï\Í�Ñ²Ô2ÉuÔ�Ï´Ô�Ï3èÅÏ\Þ�Í(Ï\Ó_ÞwÉ

Ø�Ë_ÌÖÐ�ÑÖÙ_ÌÖÑ²É�Í5Õ»Í2Ò´Ø Ð�È³ÉAÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ(Ô�ÑÖÚ_ÑÖÌÖÑÖÐ â�×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í(Ï\ÑÖÓ�Ð ë
ÿ ÌÖÐ�È³Ò´Ë_Þ�È ÑÖÓ?Ð�È³ÉBÐ�Í(Ï´ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì�Ï\Ù_Ù_Í2ÒwÏ´×2È Ð2Ò å�æ�ç Ð�È³ÉBÑÖÓ_ÑÖÐ�ÑàÏ\Ì�áwÉ�Ì²Ò�×�ÑÖÐ�âVÑ²Ô3Ù_Í2ÉuÔ2×�Í�ÑÖÚGÉuÜ4é"Ý�È_ÑÖÌ²ÉBÑÖÓ?Ð�È³É

Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó Ò\Õ å��wç ÑÖÐ�Ñ²ÔcÓ³Ò´Ðxé.Ð�È_Ñ²Ô6á´Ï\Í�ÑàÏ\Ð�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì�Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø È�Ï´Ô!Ï\Ó ÑÖÓ³Ü_É�ÙGÉ�Ó³Ü_É�Ó�Ð!ÑÖÓ�Ð2É�Í2ÉuÔ�ÐhÏ\Ó³Ü Ì²ÉxÏ´Ü_Ô
Ð2Ò?Ü_ÉuÉ�Ù-Ø!Ï\Ð�È³É�Ø!Ï\Ð�Ñ²×xÏ\ÌZÎ�Ë³ÉuÔ�Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô�é�Ó�Ï\Ø�É�ÌÖâ É��`Ñ²Ô2Ð2É�Ó³×uÉ¯Ò\Õ3Í2É�ÌàÏ��IÉuÜ-Ô(Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ôxé�Þ�Ï\Ù Ù_È³É�Ó³Ò´Ø�É�Ó�Ï Ï\Ó³Ü
Ò´Ù_Ð�ÑÖØ!Ï\ÌÖÑÖÐ â�×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó³ÔxéÅÐ�È�Ï\ÐpÈ�ÏuáwÉ6ÚGÉuÉ�Ó}Ð�È³Ò´Í2Ò´Ë_Þ�È_ÌÖâ}ÑÖÓ�áwÉuÔ2Ð�ÑÖÞ�Ï\Ð2ÉuÜ�Ú�â ì Í2É�Ó_Ñ²É�ÍZÏ\Ó³Ü���È_Ó_ÑÖÍ2É�ÌÖØ!Ï\ÓVÑÖÓVÏ
Ô2É�Í�Ñ²ÉuÔ�Ò\Õ"Ù�Ï\ÙGÉ�Í2Ô å Ô2ÉuÉ ����� é ����� é � ��� é ��!�� é ��"�� é � æ�# � çQë%$ Éu×uÉ�Ó�Ð�ÌÖâwé³ÑÖÓ � � � Ý.É�×uÒ´Ø6Ù�Ï\Í2ÉuÜ^Ð�È³ÉpÜIÑ�í4É�Í2É�Ó�Ð1Ø�Ò�Ü_É�Ì²ÔÙ_Í2Ò´Ù�Ò�Ô2ÉuÜ3Ú�â ì Í2É�Ó_Ñ²É�Í¸ÑÖÓ ����� Ï\Ó³Ü ��!�� éwÏ\Ó³ÜZÝ�É.Õ»Ò´Ë_Ó³Ü3Ó³Éu×uÉuÔ2Ô(Ï\Í�â3Ï\Ó³Ü3Ô2Ë'&!×�Ñ²É�Ó�Ð"Ò´Ù_Ð�ÑÖØ!Ï\ÌÖÑÖÐ âc×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó³Ô
Õ{Ò´Í
Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��xÉ�Í2ÔAÑÖÓ^Ð�È³É3Ø�Ò´Í2É3ÞwÉ�Ó³É�Í(Ï\Ì¸Õ*Í(Ï\Ø�É�Ý�Ò´Í(�^Ò\Õ�Ï´×�Ð�Ñ²Ò´Ó ß Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ^×�Ë_Í�áwÉuÔ�ÑÖÓ¯Ð�È³É3Ô�Ù�Ï´×uÉcÒ\Õ*)+�(,���-/.��
0 .(���1��.�2�
43/� 065 ,�37�

Γ(D) := {γ ∈ P(D ×D) : γ(B ×D) = µD(B) = γ(D ×B) ∀B ∈ B(D)} .
Ç0È_Ñ²Ô�Ô�Ù�Ï´×uÉp×xÏ\Ó^Ú�Épá�Ñ²É�Ý�ÉuÜ^Ï´Ô�Ï8�`ÑÖÓ³Ü�Ò\Õ·×�Ì²Ò�Ô�Ë_Í2ÉZÒ\Õ¸Ð�È³ÉZÔ�Ù�Ï´×uÉpÒ\Õ9)+�(,��	-:.���; 0 .��	����.	2<
=3/�>)?, 0 � ä ÑÖÓ³Ü_ÉuÉuÜ4éÑ�Õ
f : D → D

Ñ²ÔpØ�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ(É�Í�á�ÑÖÓ_Þ³é¸Ð�È³É�Ó (i × f)#µD ∈ Γ(D)
Ï\Ó³Ü4é¸×uÒ´Ó�áwÉ�Í2Ô(É�ÌÖâwéKÑ�Õ

γ ∈ Γ(D)
Ñ²Ô

×uÒ´Ó³×uÉ�Ó�Ð�Í(Ï\Ð2ÉuÜ¯Ò´Ó�Ð�È³É�Þ�Í(Ï\Ù_ÈêÒ\Õ
f
éIÐ�È³É�Ó

f
Ñ²Ô5Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ2É�Í�á`ÑÖÓ_Þ ëèkÉ�Ð3Ë³Ô3Ü_ÉuÔ(×�Í�ÑÖÚ�É!Ú_Í�Ñ²ÉQÛ³â�Ð�È³É!Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø ×uÒ´Ó³Ô�Ñ²Ü_É�Í2ÉuÜ?ÑÖÓ � � � éKÐ�È�Ï\Ð3Ñ²ÔZÐ�È³É!Ó�Ï\Ð�Ë_Í(Ï\Ì�É�� ßÐ2É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó}Ò\Õ ì Í2É�Ó_Ñ²É�Í�@ºÔAÒ´Í�ÑÖÞ�ÑÖÓ�Ï\Ì¸Ø�Ò`Ü_É�Ì
ÑÖÓ°Ð�È³ÉZÔ�Ù�Ï´×uÉcÒ\ÕCØ�ÉxÏ´Ô2Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ2É�Í�á�ÑÖÓ_Þ®Ø!Ï\Ù³Ô ë èkÉ�Ð�Ë³Ô¨Ü_É�Ó³Ò´Ð2É�ékÏ´ÔÑÖÓ ��!�� é�Ú�â (x, a)

Ð�È³É®Ð â`Ù_Ñ²×xÏ\Ì�á�Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É�ÑÖÓ
D × D

Ï\Ó³Ü4éCÕ{Ò´Í6Þ�ÑÖáwÉ�Ó
η, γ ∈ Γ(D)

é�Ì²É�Ð�Ë³Ô�Ü_É�Ó³Ò´Ð2ÉêÚ�â
η(dx, da) = ηa(dx)dµD(a) ∈ Γ(D)

é
γ(dx, da) = γa(dx)dµD(a) ∈ Γ(D)

Ð�È³É�ÑÖÍAÜIÑ²Ô�ÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð�Ñ²Ò´ÓVÝ�ÑÖÐ�È
Í2ÉuÔ�Ù�Éu×�Ð�Ð2ÒNÐ�È³É

a
á�Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É å ÑÖÓ�ÏhÙ_Í2Ò´Ú�Ï\Ú_ÑÖÌÖÑ²Ô�Ð�Ñ²×6ÌàÏ\Ó_Þ�Ë�Ï\ÞwÉ�é

ηa
Ï\Ó³Ü

γa
×xÏ\Ó}ÚGÉ3Ð�È³Ò´Ë_Þ�È�ÐZÏ´ÔA×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì

Ù_Í2Ò´Ú�Ï\Ú_ÑÖÌÖÑÖÐ âVÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³ÔZÞ�ÑÖáwÉ�Ó
a
çQëBA Ò´Í�×�ÌàÏ´Ô2Ô�Ñ²×xÏ\Ì�Ô2Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô

a
×xÏ\ÓVÚ�É6Ð�È³Ò´Ë_Þ�È�ÐcÏ´Ô�Ð�È³É�ÑÖÓ_ÑÖÐ�ÑàÏ\Ì.Ù�Ò�Ô�Ñ ßÐ�Ñ²Ò´Ó å Ð�È³É!èÅÏ\Þ�Í(Ï\Ó_Þ�ÑàÏ\Óðá´Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É ç Ò\Õ�Ð�È³É�Ù�Ï\Í�Ð�Ñ²×�Ì²É�é
Ï\Ó³Ü

x
Ï´ÔpÐ�È³É!Ï´×�Ð�Ë�Ï\Ì.Ù�Ò�Ô2ÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó�Ò\Õ0ÑÖÐ å Ð�È³É�Ê"Ë_Ì²É�Í�ÑàÏ\Ó

á´Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É ç é�Ï\Ó³Ü�Ð�È_Ñ²Ô�Ø�Ò´Ð�ÑÖá´Ï\Ð2ÉuÔ�Ð�È³ÉAÐ2É�Í�Ø6ÑÖÓ³Ò´Ì²Ò´Þ�âDC%- 5 �E.	
�,�3F;�GH,���.(,�3/�I

,�3°Ø�Ò`Ü_É�ÌKÏ´Ü_Ò´Ù_Ð2ÉuÜ�ÑÖÓ ��!�� ëJ1Ò�ÝðÝ�ÉC×uÒ´Ó³Ô�Ñ²Ü_É�Í¸Ð�È³É"Õ�Ï\Ø6ÑÖÌÖâAÒ\Õ�ÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó�Ï\ÌIÔ2Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô
ct,a
é�ÑÖÓ³Ü_É��_ÉuÜpÚ�â

a ∈ D
é�Ò\Õ³Ð�È³É.×uÒ´Ó�Ð�ÑÖÓ�Ë_ÑÖÐ â

ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó
∂tct,a + div(vt,act,a) = 0

ÑÖÓ D′((0, T ) ×D)
é Õ{Ò´Í

µD ß Ï
ë É ë

a
é å � ç

Ý�ÑÖÐ�È�Ð�È³ÉAÑÖÓ_ÑÖÐ�ÑàÏ\ÌKÏ\Ó³ÜNã³Ó�Ï\ÌK×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó³Ô

c0,a = ηa, cT,a = γa,
Õ{Ò´Í

µD ß Ï
ë É ë

a
ë å4K�ç

J1Ò´Ð�Ñ²×uÉ1Ð�È�Ï\ÐCØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó®Ò\ÕkÐ�È³ÉL�`ÑÖÓ³É�Ð�Ñ²×¨É�Ó³É�Í�Þ�â ∫ T
0

∫

D
1
2 |vt,a|2 dct,a dt

Ï\Ø�Ò´Ó_Þ6Ï\ÌÖÌ�ÙGÒ�Ô2Ô�ÑÖÚ_Ì²É1Ô2Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô
Ò\Õ·Ð�È³É�×uÒ´Ó�Ð�ÑÖÓ�Ë_ÑÖÐ â°ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó¯Ý.Ò´Ë_Ì²Ü¯Þ�ÑÖáwÉ�éGÏ´×u×uÒ´Í2ÜIÑÖÓ_ÞNÐ2Ò � K � é�Ð�È³É�Ò´Ù_Ð�ÑÖØ!Ï\Ì
Ð�Í(Ï\Ó³Ô�ÙGÒ´Í�Ð�Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø>Ú�É�Ð�Ý.ÉuÉ�Ó
ηa
Ï\Ó³Ü

γa
å Õ{Ò´ÍKÑÖÓ³Ô�Ð(Ï\Ó³×uÉ�é�Ï�Ù�Ï\Ð�È6Ò\ÕNM1ÑÖÍ(Ï´×�Ø!Ï´Ô2Ô(ÉuÔ¸Ò´Ó�Ï1ÞwÉuÒ`Ü_ÉuÔ�Ñ²×0×uÒ´Ó_Ó³Éu×�Ð�ÑÖÓ_Þ

g(a)
Ð2Ò
h(a)
Ñ�Õ
ηa = δg(a)

é
γa = δh(a)

çQëPO É�Í2É�é_ÑÖÓ³Ô�Ð2ÉxÏ´Ü4é_Ú�âNÏxáwÉ�Í(Ï\Þ�ÑÖÓ_Þ!Ý�ÑÖÐ�È�Í2ÉuÔ2Ù�Éu×�Ð5Ð2Ò
a
Ý.É�Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��xÉAÐ�È³ÉQ)+�(,�3R��ÑÖÓ³É�Ð�Ñ²×�É�Ó³É�Í�Þ�â

∫

D

∫ T

0

∫

D

1

2
|vt,a|2 dct,a dt dµD(a)

�



Ý�ÑÖÐ�È�Ð�È³É�Ò´Ó_ÌÖâS� 5 �/T(, 5 ×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í(Ï\ÑÖÓ�ÐZÚ�É�Ð�Ý.ÉuÉ�ÓðÐ�È³ÉcÕ{Ï\Ø6ÑÖÌÖâ {ct,a} Þ�ÑÖáwÉ�ÓVÚ�â¯Ð�È³É6ÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ2Ô�ÑÖÚ_ÑÖÌÖÑÖÐ�â�Ò\Õ�Ð�È³ÉÛ�ÒxÝ ä
∫

D
ct,a dµD(a) = µD ∀t ∈ [0, T ].

å � ç
U Ð4Ñ²ÔkË³Ô2ÉQÕ*Ë_Ì�Ð2Ò5Í2É�Ý�Í�ÑÖÐ2É"Ð�È_Ñ²Ô4Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó3Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø ÑÖÓpÐ2É�Í�Ø�ÔkÒ\ÕIÐ�È³É"Ð�È³É
Þ�Ì²Ò´Ú�Ï\Ì�Ø�ÉxÏ´Ô2Ë_Í2É

c(dt, dx, da)ÑÖÓ
[0, T ] ×D ×D

Ï\Ó³ÜNÐ�È³ÉAØ�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2ÉuÔ
ct(dx, da)

ÑÖÓ
D ×D

c(dt, dx, da) := ct,a(dx)dtdµD(a), ct(dx, da) := ct,a(dx)dµD(a)

å Õ*Í2Ò´Ø Ý�È³Ò´Ø
ct,a
×xÏ\ÓBÒ´Ú�á`Ñ²Ò´Ë³Ô�ÌÖâ6ÚGÉ�Í2Éu×uÒxáwÉ�Í2ÉuÜBÚ�â6ÜIÑ²Ô�ÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó ç é³Ï\Ó³Ü�Ð�È³É�áwÉ�Ì²Ò�×�ÑÖÐ�âcã�É�Ì²Ü

v(t, x, a) :=
vt,a(x) ä Ð�È³É�Ï´×�Ð�Ñ²Ò´Ó�ÚGÉu×uÒ´Ø�ÉuÔ

∫ T

0

∫

D×D

1

2
|v|2(t, x, a) dc(t, x, a),

Ý�È_ÑÖÌ²É å � ç Ñ²Ô5ÉxÏ´Ô�ÑÖÌÖâNÔ2ÉuÉ�Ó®Ð2Ò6ÚGÉAÉuÎ�Ë_ÑÖá´Ï\Ì²É�Ó�Ð5Ð2Ò
d

dt

∫

D×D
φ(x, a) dct(x, a) =

∫

D×D
〈∇xφ(x, a), v(t, x, a)〉 dct(x, a)

å � ç
Õ»Ò´Í�Ï\ÌÖÌ

φ ∈ Cb(D ×D)
Ý�ÑÖÐ�È^Ï3ÚGÒ´Ë_Ó³Ü_ÉuÜ�×uÒ´Ó�Ð�ÑÖÓ�Ë³Ò´Ë³Ô¨Þ�Í(Ï´ÜIÑ²É�Ó�Ð1Ý�ÑÖÐ�È�Í2ÉuÔ�ÙGÉu×�Ð�Ð2Ò6Ð�È³É

x
á�Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É ë

Ç0È�Ë³Ôxé�Ý.ÉZ×xÏ\ÓêØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��xÉpÐ�È³É3Ï´×�Ð�Ñ²Ò´Ó^Ò´Ó�Ð�È³ÉZ×�ÌàÏ´Ô2Ô�Ò\Õ"×uÒ´Ë_Ù_Ì²ÉuÔ1Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2ÉuÔ ß áwÉ�Ì²Ò`×�ÑÖÐ â®ã�É�Ì²Ü_Ô (c, v)
Ð�È�Ï\Ð

Ô(Ï\Ð�Ñ²Ô�Õ»â å � ç Ï\Ó³Ü å � ç é4Ý�ÑÖÐ�È�Ð�È³ÉcÉ�Ó³ÜIÙGÒ´ÑÖÓ�Ð�×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó å4K�çuëWV ÉcÍ2ÉQÕ{É�Í�Ð2Ò ��!�� Ï\Ó³Ü � � � Õ»Ò´Í�ÞwÉ�Ó³É�Í(Ï\Ì"Í2ÉuÔ�Ë_ÌÖÐ2ÔÒ´Ó}Ð�È³É6É��`Ñ²Ô�Ð2É�Ó³×uÉ6Ò\Õ0Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ�Ù�Ï\ÑÖÍ2Ô
(c, v)

å ÑÖÐAÈ³Ò´Ì²Ü_ÔAÝ�È³É�ÓkékÕ»Ò´ÍAÑÖÓ³Ô2Ð(Ï\Ó³×uÉ�é
D = [0, 1]d

Ò´Í
D = T

d

ÑÖÐ¨Ð�È³É�Û�Ï\Ð
d ß ÜIÑÖØ�É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó�Ï\Ì"Ð2Ò´Í�Ë³Ô ç ékÏ\Ó³Ü°Ü_ÉuÔ2×�Í�ÑÖÚGÉ3È³É�Í2É3Ð�È³É�Ð�Ý.ÒNÙ_Í2Ò´ÙGÉ�Í�Ð�Ñ²ÉuÔAÒ\ÕCØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ®Ù�Ï\ÑÖÍ2Ô (c, v)Ð�È�Ï\Ð5Ù_ÌàÏuâ�Ï3Í2Ò´Ì²ÉAÑÖÓ®Ð�È_Ñ²Ô�Ù�Ï\Ù�É�Í ä

å Ï ç}åYXWZ6[]\1^�_F[]`IabZ6cWdHe
[gf�^<e4`hf/[]f�i�jFaKç Ç0È³É6Ø!Ï\Ù
t 7→

∫

|v|2(t, x, a) dct
×uÒ´ÑÖÓ³×�Ñ²Ü_ÉuÔ3Ï ë É ë ÑÖÓ

(0, T )Ý�ÑÖÐ�È^Ï6×uÒ´Ó³Ô2Ð(Ï\Ó�Ð å
2T−1 Ð�ÑÖØ�ÉuÔ�Ð�È³É�Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ!Ï\Ì¸Ï´×�Ð�Ñ²Ò´Ó ç�k

å Ú ç}å4lmf�_7dn\�Z6o
pg^<e4Z6[q^�Zsrtpuo4f�i/vw\xf�yHp]_'^<e4Z6[]\�ç Ç0È³É�Í2É�É��IÑ²Ô�Ð2ÔêÏ ÜIÑ²Ô2Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó
p
ÑÖÓ

(0, T ) × DÔ(Ï\Ð�Ñ²Ô�Õ»â`ÑÖÓ_Þ

∇p = −∂t
(

∫

D
v(t, x, a) dct,x(a)

)

− div

(
∫

D
v(t, x, a) ⊗ v(t, x, a) dct,x(a)

)

,
å � ç

ÑÖÓ�Ð�È³ÉpÔ(É�Ó³Ô2ÉAÒ\Õ
ÜIÑ²Ô2Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô ë
Ç0È³ÉcÙ_Í2Ò�Ò\Õ0Ò\Õ.Ð�È³É3ã³Í2Ô�ÐpÒ´Ó³É3Õ{Ò´ÌÖÌ²ÒxÝ5ÔxéKÏ´Ô¨Õ»Ò´ÍA×�ÌàÏ´Ô2Ô�Ñ²×xÏ\ÌCÏ´×�Ð�Ñ²Ò´Ó ß Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ¯×�Ë_Í�áwÉuÔxé4Ú�â^Ë³Ô�ÑÖÓ_Þ®Ð�È³ÉcØ6ÑÖÓ_Ñ ßØ!Ï\ÌÖÑÖÐ â�Ï\Ø�Ò´Ó_ÞBÏ\ÌÖÌ4ÙGÒ�Ô2Ô�ÑÖÚ_Ì²É�Í2É�Ù�Ï\Í(Ï\Ø�É�Ð2É�Í�Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô ë
Ç0È³ÉpÔ2Éu×uÒ´Ó³Ü�Ò´Ó³ÉAÕ»Ò´ÌÖÌ²Ò�Ý5Ô�Ú�â�Ï3ÙGÉ�Í�Ð�Ë_Í�Ú�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó¯Ï\Í�Þ�Ë_Ø�É�Ó�Ð1Ú�Ï´Ô2ÉuÜ�Ò´Ó ����� é_Ô(ÉuÉpÏ\Ì²Ô2Ò � � � ëU ÓZÐ�È_Ñ²Ô¸Ù�Ï\Ù�É�Í¸Ý.É.Í2ÉQã³Ó³É�Ï�ÌÖÑÖÐ�Ð�Ì²É.Ú_ÑÖÐKÐ�È³É�Ü_ÉuÉ�ÙcÏ\Ó�Ï\ÌÖâIÔ�Ñ²Ô¸Ø!Ï´Ü_É.ÑÖÓ ��!�� Ò\Õ�Ð�È³É·Í2É�Þ�Ë_ÌàÏ\Í�ÑÖÐ�â3Ò\Õ³Ð�È³É.Þ�Í(Ï´ÜIÑ²É�Ó�ÐÒ\Õ�Ð�È³É!Ù_Í2ÉuÔ(Ô�Ë_Í2Éhã�É�Ì²Ü ä ì Í2É�Ó_Ñ²É�ÍcÙ_Í2ÒxáwÉuÜ?Ð�È�Ï\ÐcÐ�È³ÉBÜIÑ²Ô2Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô ∂xi

p
Ï\Í2ÉBÌ²Ò�×xÏ\ÌÖÌÖâ}ã³Ó_ÑÖÐ2ÉBØ�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2ÉuÔ3ÑÖÓ

(0, T ) × D
é�Ú_Ë_Ð!Ð�È_Ñ²Ô!ÑÖÓIÕ»Ò´Í�Ø!Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó Ñ²Ô�Ó³Ò´Ð!Ô2Ë'&!×�Ñ²É�Ó�Ð å ÜIË³É�Ð2ÒðÏ}ÌàÏ´×�� Ò\ÕAÐ�ÑÖØ�É�Í2É�Þ�Ë_ÌàÏ\Í�ÑÖÐ�â ç Ð2Ò}ÑÖØ6Ù_ÌÖâ

Ð�È�Ï\Ð
p
Ñ²Ô®Ï}Õ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó ë ÿ ÔBÔ2È³ÒxÝ�Ó ÑÖÓ{z�Ò´Í2Ò´ÌÖÌàÏ\Í�â � ë � é1ÏðÔ�Ë'&!×�Ñ²É�Ó�Ð�×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Óké�Ð�È�Ï\ÐNÞ�ÑÖáwÉuÔ®Ï\Ì²Ô2Ò

p ∈
L2

loc

(

(0, T );L
d/(d−1)
loc (D)

) éIÑ²Ô�Ð�È�Ï\Ð

∂xi
p ∈ L2

loc

(

(0, T );Mloc(D)
)

, i = 1, . . . , d.

�



Ç0È³ÉêÙ_Í2Ò`Ò\Õ�Ò\ÕpÐ�È_Ñ²Ô!Í2É�Þ�Ë_ÌàÏ\Í�ÑÖÐ�â'Ù_Í2Ò´ÙGÉ�Í�Ð â Ñ²ÔhÐ�È³É^Ø!Ï\ÑÖÓ Ô2×uÒ´ÙGÉêÒ\ÕpÐ�È_Ñ²ÔBÙ�Ï\ÙGÉ�Í ë Ç0È³ÉêÕ{Ï´×�ÐBÐ�È�Ï\Ð
p
Ñ²ÔBÏ

Õ*Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó!Ï\Ð"Ì²ÉxÏ´Ô�Ð"ÑÖÓ6Ô2Ò´Ø�É
L1

loc(L
r
loc)
Ô�Ù�Ï´×uÉ�é´Õ{Ò´Í"Ô2Ò´Ø�É

r > 1
éwÙ_ÌàÏuâIÔ·Ï\Ó6ÑÖØ6ÙGÒ´Í�Ð(Ï\Ó�Ð·Í2Ò´Ì²É0ÑÖÓ6Ð�È³É5Ï\Ó�Ï\ÌÖâIÔ�Ñ²Ôxé

Ü_É�áwÉ�Ì²Ò´Ù�ÉuÜZÑÖÓ � � � é\Ò\Õ³Ð�È³É"Ó³Éu×uÉuÔ2Ô(Ï\Í�â�Ï\Ó³ÜZÔ�Ë'&!×�Ñ²É�Ó�Ð
Ò´Ù_Ð�ÑÖØ!Ï\ÌÖÑÖÐ âZ×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó³ÔÅÕ{Ò´ÍKÏ´×�Ð�Ñ²Ò´Ó ß Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þp×�Ë_Í�áwÉuÔÑÖÓ
Γ(D)

ë U�Ó³Ü_ÉuÉuÜ4é_Ð�È³ÉuÔ2É�×uÒ´Ó³ÜIÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó³Ô5ÑÖÓ�áwÒ´ÌÖáwÉ�Ð�È³ÉpèÅÏ\Þ�Í(Ï\Ó_Þ�ÑàÏ\Ó

Lp(γ) :=

∫

1

2
|γ̇(t)|2 − p(t, γ(t)) dt,

Ð�È³É å Ì²Ò`×xÏ\ÌÖÌÖâ ç Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_ÞB×�Ë_Í�áwÉuÔ�Õ»Ò´Í Lp Ï\Ó³ÜêÐ�È³Épá�Ï\ÌÖË³ÉAÕ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´ÓêÑÖÓ³ÜIË³×uÉuÜ^Ú�â Lp é�Ï\Ó³Ü�Ó³Ò´Ó³É�Ò\Õ"Ð�È³ÉuÔ2ÉÒ´Ú'|�Éu×�Ð2Ô�Ø!Ï��wÉuÔ1Ô2É�Ó³Ô2É�Ñ�Õ
p
Ñ²Ô5Ò´Ó_ÌÖâ®ÏcØ�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2ÉAÑÖÓ®Ð�È³ÉAÐ�ÑÖØ�Épá´Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²É ë

Ç0È_Í2Ò´Ë_Þ�È³Ò´Ë_Ð�Ð�È_Ñ²Ô�Ù�Ï\Ù�É�Í�ÏcØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_ÞhÙ�Ï\ÑÖÍ
(c, v)

Ñ²Ô0ã7�_ÉuÜ4é�Ï\Ó³Ü®Ý.É�Ô�È�Ï\ÌÖÌkÜ_É�Ó³Ò´Ð2ÉpÚ�â

A∗ :=

∫ T

0

∫

D×D

1

2
|v|2(t, x, a)dc(t, x, a) =

T

2

∫

D×D
|v|2(t, x, a) dct(x, a)

ÑÖÐ2ÔCÏ´×�Ð�Ñ²Ò´Ó å Ð�È³É�ÌàÏ´Ô2Ð·ÉuÎ�Ë�Ï\ÌÖÑÖÐ�âZÕ{Ò´ÌÖÌ²ÒxÝ5Ô·Õ*Í2Ò´Ø�Ð�È³É0Ù_Í2Ò´Ù�É�Í�Ð�â å Ï ç Ô�Ð(Ï\Ð2ÉuÜ!Ï\ÚGÒxáwÉ çQë ÇÅÒ�Ô�ÑÖØ6Ù_ÌÖÑ�Õ*âcÒ´Ë_Í·Ó³Ò´Ð(Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó
Ý.É}|�Ë³Ô�Ð�Ü_É�Ó³Ò´Ð2ÉAÚ�â ∫ Ð�È³ÉAÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó^Ò´Ó®Ð�È³ÉAÝ�È³Ò´Ì²ÉAÔ2Ù�Ï´×uÉ

(0, T ) ×D ×D
éIÝ�È³É�Ó³É�áwÉ�Í�Ó³Ò�Ï\Ø�Ú_ÑÖÞ�Ë_ÑÖÐ â

Ï\Í�Ñ²Ô2ÉuÔ ë9V É3Ô�È�Ï\ÌÖÌ¸Ï\Ì²Ô(ÒhÏ´Ô2Ô�Ë_Ø�ÉZÐ�È�Ï\Ð1É�ÑÖÐ�È³É�Í
D
Ñ²Ô�Ð�È³É3×�Ì²Ò�Ô�Ë_Í2É3Ò\Õ.Ï6ÚGÒ´Ë_Ó³Ü_ÉuÜ^èkÑÖÙ³Ô2×2È_ÑÖÐ(�6Ü_Ò´Ø!Ï\ÑÖÓ¯ÑÖÓ

R
d é

Ò´Í5Ð�È�Ï\Ð
D = T

d Ñ²Ô5Ð�È³É d ß ÜIÑÖØ�É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó�Ï\ÌÅÛ�Ï\Ð5Ð2Ò´Í�Ë³Ôxé�Ï\Ó³Ü�Ü_É�Ó³Ò´Ð2É�Ú�â ∫

dx
Ð�È³ÉAÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó^Ý�ÑÖÐ�È�Í2ÉuÔ2Ù�Éu×�Ð

Ð2Ò
µD
ë

~ � ÂZÆ(���
À��"¾3Äu���¨Ã3Á0¿�Æ��"¾�¿����P�_¿�Æ	�n�0¿6�
U Ó®Ò´Í2Ü_É�Í0Ð2Ò3Ù_Í2Ò�×uÉuÉuÜNÐ2Ò3Ð�È³É¨Ù_Í2Ò�Ò\Õ�é`Ý.É�Í2Éu×xÏ\ÌÖÌÅÏ\Ó�Ï\Ù_Ù_Í2Ò1�IÑÖØ!Ï\Ð�Ñ²Ò´ÓêÒ\Õ¸Ð�È³É1Ù_Í2ÉuÔ(Ô�Ë_Í2É1ã�É�Ì²Ü®Ò´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ³ÉuÜNÑÖÓ ��!��Ð�È_Í2Ò´Ë_Þ�È?ÏNÜIË�Ï\Ì"Õ{Ò´Í�Ø�Ë_ÌàÏ\Ð�Ñ²Ò´Ó ë Ç0È³É!Ï\Í�Þ�Ë_Ø�É�Ó�Ð2ÔZÑÖÓ ��!�� É��IÐ2É�Ó³Ü}Ý�ÑÖÐ�È�Ó³Ò®×2È�Ï\Ó_ÞwÉ!Ð2Ò®Ð�È³ÉcØ�Ò´Í2É6ÞwÉ�Ó³É�Í(Ï\Ì
Ø�Ò�Ü_É�Ì4Ü_ÉuÔ2×�Í�ÑÖÚGÉuÜBÑÖÓhÐ�È³É¨ÑÖÓ�Ð�Í2Ò`ÜIË³×�Ð�Ñ²Ò´Óké_Ý�È³É�Í2ÉpÏ\ÓBÑÖÓ_ÑÖÐ�ÑàÏ\ÌÅÏ\Ó³Ühã³Ó�Ï\Ì�Ø�ÉxÏ´Ô2Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ2É�Í�á�ÑÖÓ_Þ6Ù_ÌàÏ\Ó å ÑÖÓ³Ô�Ð2ÉxÏ´ÜÒ\Õ

i
Ï\Ó³ÜêÏ3Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ2É�Í�á`ÑÖÓ_Þ!Ø!Ï\Ù f ç Ï\Í2ÉA×uÒ´Ó³Ô�Ñ²Ü_É�Í2ÉuÜ ëèkÉ�Ð¨Ë³Ô¨×uÒ´Ó³Ô2Ñ²Ü_É�Í1Ð�È³É ì Ï\Ó�Ï´×2È}Ô�Ù�Ï´×uÉ

E := C0(Q̃) × [C0(Q̃)]d
é�Ý�È³É�Í2É

Q̃ := [0, T ] ×D ×D
éGÏ\Ó³Ü

Ý.ÉpÜ_ÉQã³Ó³ÉAÐ�È³É�×uÒ´Ó�áwÉ��NÕ*Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô
α : E → (−∞,∞]

Ï\Ó³Ü
β : E → (−∞,∞]

Þ�ÑÖáwÉ�Ó�Ú�â

α(F,Φ) :=

{

0
Ñ�Õ
F + 1

2 |Φ|2 ≤ 0,
+∞ Ò´Ð�È³É�Í�Ý�Ñ²Ô2É

,

β(F,Φ) :=







〈c, F 〉 + 〈vc,Φ〉 Ñ�Õ F = −∂tφ− p, Φ = −∇xφ,Õ{Ò´Í5Ô2Ò´Ø�É
φ ∈ C0(Q̃)

Ï\Ó³Ü
p ∈ C0([0, T ] ×D),

+∞ Ò´Ð�È³É�Í�Ý�Ñ²Ô2É
,

Ý�È³É�Í2É
(c, v)

Ñ²Ô¨Ð�È³ÉZã7�IÉuÜ¯Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ�Ù�Ï\ÑÖÍ ë�ì âêÐ�È³É A É�Ó³×2È³É�Ì ß $ Ò`×���Ï�Õ{É�ÌÖÌ²É�Í�ÜIË�Ï\ÌÖÑÖÐ â°Ç0È³ÉuÒ´Í2É�Ø�é ì Í2É�Ó_Ñ²É�Í
Ù_Í2ÒxáwÉuÜ�ÑÖÓ ��! é��`Éu×�Ð�Ñ²Ò´Ó � ë�� � Ð�È�Ï\Ð

sup
(F,Φ)∈E

{−α(−F,−Φ) − β(F,Φ)} = inf
(c̃,ṽc̃)∈E∗

{α∗(c̃, ṽc̃) + β∗(c̃, ṽc̃)},

Ý�È³É�Í2É
α∗ Ï\Ó³Ü β∗ Ü_É�Ó³Ò´Ð2É°Ð�È³É¯èÅÉ�ÞwÉ�Ó³ÜIÍ2É ß A É�Ó³×2È³É�Ì3Ð�Í(Ï\Ó³Ô�Õ{Ò´Í�Ø�Ô®Ò\Õ α Ï\Ó³Ü β Í2ÉuÔ�ÙGÉu×�Ð�ÑÖáwÉ�ÌÖâ ë�V Í�ÑÖÐ�ÑÖÓ_Þ

É��`Ù_ÌÖÑ²×�ÑÖÐ�ÌÖâ¯Ð�È³ÉcØ6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó�Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø8Ï\Ù_ÙGÉxÏ\Í�ÑÖÓ_Þ®ÑÖÓ}Ð�È³ÉcÍ�ÑÖÞ�È�ÐAÈ�Ï\Ó³Ü�Ô2Ñ²Ü_É�é4Ò´Ó³É6É��_Ï´×�Ð�ÌÖâ^Í2Éu×uÒxáwÉ�Í2ÔpÐ�È³É

K



Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´ÓZÒ\ÕIÐ�È³ÉCÏ´×�Ð�Ñ²Ò´Ó 1
2

∫

|v|2 dc é�×uÒ´Ë_Ù_Ì²ÉuÜpÝ�ÑÖÐ�ÈpÐ�È³É·É�Ó³ÜIÙGÒ´ÑÖÓ�ÐKÏ\Ó³ÜAÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ(Ô�ÑÖÚ_ÑÖÌÖÑÖÐ âp×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í(Ï\ÑÖÓ�Ð2Ôå4K�ç Ï\Ó³Ü å � çQë U�Ó³Ü_ÉuÉuÜ
α∗(c̃, ṽc̃) =

1

2
〈|ṽ|2, c̃〉 =

1

2

∫

|ṽ|2 dc̃,
Ï\Ó³Ü

β∗(c̃, ṽc̃) :=

{

0
Ñ�Õ 〈c− c̃, ∂tφ+ p〉 + 〈vc− ṽc̃,∇xφ〉 = 0 ∀ p, φ,

+∞ Ò´Ð�È³É�Í�Ý�Ñ²Ô2É
.

Ç0È�Ë³ÔAÑÖÐAÑ²ÔpÔ2ÑÖØ6Ù_Ì²ÉcÐ2Ò®×2È³Éu×��°Ð�È�Ï\Ð
β∗(c̃, ṽc̃) = 0

Ñ�Õ�Ï\Ó³Ü}Ò´Ó_ÌÖâ¯Ñ�Õ.Ð�È³ÉcÐ�Ý.Ò�×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í(Ï\ÑÖÓ�Ð2Ô å4K�ç Ï\Ó³Ü å � ç Ï\Í2ÉÔ(Ï\Ð�Ñ²Ô�ã�ÉuÜ ë
� Ó³É°Ð�È³É�Í2ÉQÕ»Ò´Í2É}Ü_ÉuÜIË³×uÉuÔ�Ð�È�Ï\ÐBÐ�È³É°Ø6ÑÖÓ_ÑÖØZË_Ø�Ò\ÕZÐ�È³É}Ï´×�Ð�Ñ²Ò´Ó ×uÒ´ÑÖÓ³×�Ñ²Ü_ÉuÔ®Ý�ÑÖÐ�È-Ð�È³É}ÜIË�Ï\Ì�Ù_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø

sup(F,Φ)∈E{−α(−F,−Φ) − β(F,Φ)} é³Ý�È_Ñ²×2ÈêØ�Ò´Í2É�×uÒ´Ó³×�Í2É�Ð2É�ÌÖâN×xÏ\ÓêÚ�É�Ý�Í�ÑÖÐ�Ð2É�Ó°Ï´Ô

sup
p,φ

〈c, ∂tφ+ p〉 + 〈vc,∇xφ〉,

Ý�ÑÖÐ�È
∂tφ+

1

2
|∇xφ|2 + p ≤ 0.

Ç0È�Ë³Ôxé_Ð�È³É�ÜIË�Ï\ÌÖÑÖÐ âNÐ2É�ÌÖÌ²Ô5Ë³Ô�Ð�È�Ï\Ðxé_Õ»Ò´Í�Ï\Ó�â
ε > 0

é_Ð�È³É�Í2ÉpÉ��IÑ²Ô�Ð
pε(t, x)

Ï\Ó³Ü
φε(t, x, a)

Ô$Ï\Ð�Ñ²Ô�Õ*â`ÑÖÓ_Þ

∂tφε +
1

2
|∇xφε|2 + pε ≤ 0

Ï\Ó³Ü
1

2
〈|v|2, c〉 ≤ 〈c, ∂tφε + pε〉 + 〈vc,∇xφε〉 + ε2.

ÿ Ô5Ô2È³ÒxÝ�Ó�ÑÖÓ ��! é��`Éu×�Ð�Ñ²Ò´Ó � ë�� � éIÕ*Í2Ò´Ø Ð�È_Ñ²Ô5Ò´Ó³ÉpÜ_ÉuÜIË³×uÉuÔ5Ð�È³ÉAÉuÔ2Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É
1

2

∫

|v −∇xφε|2 dc ≤ ε2.
å ! ç

V ÉpÍ2É�Ø!Ï\Í(�®Ð�È�Ï\Ðxé³Ë_ÙêÐ2ÒhÏ´Ü_ÜIÑÖÓ_Þ!Ð2Ò
φε
Ï3Õ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó^Ò\Õ"Ð�ÑÖØ�É�é�Ò´Ó³É�×xÏ\Ó¯Ï\ÌÖÝ0ÏuâIÔ¨Ï´Ô(Ô�Ë_Ø�É ∫

D pε(t, x) dx =
0
Õ{Ò´ÍNÏ\ÌÖÌ

t ∈ [0, T ]
ë ÿ ÔNÔ�È³ÒxÝ�Ó ÑÖÓ ��! é��`Éu×�Ð�Ñ²Ò´Ó � ë K � é�Ð�È³É^Õ{Ï\Ø6ÑÖÌÖâ pε ÑÖÓ ×uÒ´Ø6Ù�Ï´×�ÐNÑÖÓ Ð�È³É¯Ô2É�Ó³Ô2É¯Ò\ÕÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ôxé¸Ô2Ò®Ð�È�Ï\ÐpÐ�È³É�Í2ÉhÉ��`Ñ²Ô�Ð2ÔZÏN×�ÌÖË³Ô�Ð2É�Í�ÙGÒ´ÑÖÓ�Ð

p
ë+� Ò´Í2ÉuÒ�áwÉ�Íxé¸Ô2ÑÖÓ³×uÉ!Ï\Ó�â°ÌÖÑÖØ6ÑÖÐ�ÙGÒ´ÑÖÓ�Ð

p
Ò\Õ
pε
Ñ²Ô

Ô2ÉuÉ�Ó Ð2Ò�Ô(Ï\Ð�Ñ²Ô�Õ»â å � ç ÑÖÓ Ð�È³É�Ô2É�Ó³Ô2É®Ò\ÕAÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó Õ{Ò´Í!Ï\Ó�â?Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_ÞVÙ�Ï\ÑÖÍ (c, v)
é ∇p Ñ²Ô6Ë_Ó_Ñ²Î�Ë³É�ÌÖâÜ_É�Ð2É�Í�Ø6ÑÖÓ³ÉuÜ4ékÏ\Ó³Ü�Ð�È_Ñ²Ô¨É�ÓIÕ»Ò´Í2×uÉuÔ¨Ð�È³É�×uÒ´Ó�áwÉ�Í�ÞwÉ�Ó³×uÉ6Ò\Õ·Ð�È³ÉpÝ�È³Ò´Ì²É�Õ{Ï\Ø6ÑÖÌÖâ

(∇pε)ε>0
Ð2Ò ∇p ÑÖÓêÐ�È³É3Ô2É�Ó³Ô2ÉÒ\Õ
ÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô ë

èkÉ�Ð·Ë³Ô"Ó³Ò�Ý Ù_Í2ÒxáwÉ5Ð�È³É0Õ»Ò´ÌÖÌ²Ò�Ý�ÑÖÓ_ÞpÍ2É�Þ�Ë_ÌàÏ\Í�ÑÖÐ â6Í2ÉuÔ2Ë_ÌÖÐ·Ò´Ó ∇xφε ä Ý�É0Ù_Í2ÉuÔ2É�Ó�Ð0Ï¨Ù_Í2Ò�Ò\ÕGÔ�ÌÖÑÖÞ�È�Ð�ÌÖâ6ÜIÑ�í4É�Í2É�Ó�ÐÕ*Í2Ò´Ø Ð�È³ÉAÒ´Ó³ÉpÑÖÓ ��!�� ë
� i�Z6��Z�\�e�^<e4Z�[��N�
��� G]�E�

τ ∈ (0, T ) � 5 �1�
w : D → R

d T���,W��)Q�<�I�4�+��
=2���.
�/��36����;��	.����W2��(������.g�%� 5 � 0 ,�.(, 545 � 5���
∂D

,�36� 5 �E�
esw(x)

T��Q�4�'�8)?��,��	-:.(�E; 0 .��	�1�E.	2�
43/� �9��¡{
=3
D

����3��E.¢,I�£���RT�¤
w ¥D¦ �'��3 � �E�I.

η < τ
¡§�

�:,�2��
∫ T−τ

τ

∫

D×D

∣

∣∇xφε(t+ η, eδw(x), a) −∇xφε(t, x, a)
∣

∣

2
dc ≤ L(ε2 + η2 + δ2),

å " ç
¡P
4�4�

L
�/� 0 ��36�I
=3/�¨�I3 5 ¤���3

τ � w � T ,�3��
A∗ ¥

�



©%.¢�<�¢� ¥ U�Ó�Ð�È³É�Ô(ÉuÎ�Ë³É�Ì�Ý.É�ã7�!Ï�×�Ë_Ð ß Ò\í®Õ*Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó ζ : [0, T ] → [0, 1]
Ñ²Ü_É�Ó�Ð�Ñ²×xÏ\ÌÖÌÖâhÉuÎ�Ë�Ï\Ì�Ð2Ò æ Ò´Ó

[τ, T − τ ] ëV É1Í2Éu×xÏ\ÌÖÌ4Ð�È³É1Õ{Ò´ÌÖÌ²ÒxÝ�ÑÖÓ_Þ�ÉuÔ�Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É å
ª Í2Ò´Ù�Ò�Ô�ÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó � ëÖæ ÑÖÓ ��!�� ç éIÝ�È_Ñ²×2ÈNÕ{Ò´ÌÖÌ²ÒxÝ5Ô0Ú�â!Ð�È³É*«�Î�Ë�Ï´Ô�Ñ4Ò´Ù_Ð�ÑÖØ!Ï\ÌÖÑÖÐ â/¬
Ò\Õ

(pε, φε)
ÑÖÓ®Ð�È³ÉpÜIË�Ï\ÌkÙ_Í2Ò´Ú_Ì²É�Ø ä

1

2

∫

∣

∣

∣
(∂t + vη · ∇x)e

δζw −∇xφε ◦ eδζw
∣

∣

∣

2
dcη

≤ ε2 +
1

2

∫

∣

∣

∣
(∂t + vη · ∇x)e

δζw
∣

∣

∣

2
dcη − 1

2

∫

|v|2 dc,
å�æ�#wç

å È³É�Í2É
eδζw(x)

Ñ²ÔNÐ�È³É^Û�ÒxÝ ÞwÉ�Ó³É�Í(Ï\Ð2ÉuÜ Ú�â
w
Ô�Ð(Ï\Í�Ð�ÑÖÓ_Þ Õ»Í2Ò´Ø

x
é1Ï\Ð®Ð�ÑÖØ�É

δζ
ç Ý�È³É�Í2É

(vη, cη)
Ñ²ÔNÐ�È³É

« Í2É�Ù�Ï\Í(Ï\Ø�É�Ð2É�Í�Ñ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó'¬ZÒ\Õ
(v, c)

Þ�ÑÖáwÉ�ÓêÚ�â

cη = cη(t)dt = ct+ηζ(t)dt, vη(t, x, a) = (1 + ηζ ′(t))v(t + ηζ(t), x, a).

Ç0È³É�Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ!Ï\ÌÖÑÖÐ�â^Ò\Õ
(v, c)

Þ�ÑÖáwÉuÔ ∫

|vη|2 dcη ≥
∫

|v|2 dc éGÏ\Ó³ÜêÐ�È³É3×uÒ´Ó³Ô�Ð(Ï\Ó³×�âêÒ\Õ t 7→ ∫

|v|2(t, x, a) dctÞ�ÑÖáwÉuÔ
∫

|vη|2 dcη −
∫

|v|2 dc =

∫

(η2(ζ ′)2 + 2ηζ ′) dc ≤ Cη2,
å�æ�æ�ç

Ý�ÑÖÐ�È
C
Ü_É�ÙGÉ�Ó³ÜIÑÖÓ_Þ!Ò´Ó

T
é
A∗ é³Ï\Ó³Ü ζ ë��ÑÖÓ³×uÉ

c
Ñ²Ô�ÏZÝ.ÉxÏ��hÔ(Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´ÓBÐ2Ò3Ð�È³É¨ÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ2Ô�ÑÖÚ_Ì²ÉAÊ·Ë_Ì²É�Í5ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô5Ï\Ó³Ü

w
Ñ²Ô0ÜIÑÖáwÉ�Í�ÞwÉ�Ó³×uÉ ß Õ»Í2ÉuÉ�é_Ý.ÉÈ�ÏuáwÉ

∫

v · (∂t + v · ∇x)(ζw) dc = 0.

ÿ Ô�Ïc×uÒ´Ó³Ô(ÉuÎ�Ë³É�Ó³×uÉ�é_ÙGÉ�Í�Õ{Ò´Í�Ø6ÑÖÓ_ÞhÏ6×2È�Ï\Ó_ÞwÉZÒ\Õ¸á�Ï\Í�ÑàÏ\Ú_Ì²ÉAÑÖÓ®Ð�ÑÖØ�É�é_ÑÖÐ�Ñ²Ô�Ô�ÑÖØ6Ù_Ì²ÉAÐ2Ò�×(È³Éu×��NÐ�È�Ï\Ð
∫

vη · (∂t + vη · ∇x)(ζw) dcη = O(η).
å�æ��wç

U�Õ
Ý.ÉAÓ³Ò�Ý,Ï´Ü_ÜêÏ\Ó³Ü®Ô�Ë_Ú_Ð�Í(Ï´×�Ð
vη
éIÝ.Ép×xÏ\Ó�Í2É�Ý�Í�ÑÖÐ2É å�æ�#wç Ï´Ô

∫

∣

∣

∣
(∂t + vη · ∇x)(e

δζw(x) − x) + (vη −∇xφε ◦ eδζw)
∣

∣

∣

2
dcη

≤ 2ε2 +

∫

∣

∣

∣
(∂t + vη · ∇x)(e

δζw(x) − x) + vη
∣

∣

∣

2
dcη −

∫

|v|2 dc.

$ ÉxÏ\Í�Í(Ï\Ó_Þ�ÑÖÓ_Þ!Ð�È³ÉAÔ(Î�Ë�Ï\Í2ÉuÔ�Ý�ÉAÞwÉ�Ð
∫

∣

∣

∣
vη −∇xφε ◦ eδζw

∣

∣

∣

2
dcη ≤ −2

∫

[

(∂t + vη · ∇x)(e
δζw(x) − x)

]

·
[

vη −∇xφε ◦ eδζw
]

dcη

+ 2ε2 + 2

∫

vη · (∂t + vη · ∇x)(e
δζw(x) − x) dcη

+

∫

|vη|2 dcη −
∫

|v|2 dc.

�



M¨ÉQã³Ó_ÑÖÓ_Þ

f(δ, ε, η) :=

∫

∣

∣

∣
vη −∇xφε ◦ eδζw

∣

∣

∣

2
dcη =

∫

∣

∣(1+ηζ ′)v(1+ηζ, x, a)−∇xφε(1+ηζ, e
δζw(x), a)

∣

∣

2
dc

≥
∫ T−τ

τ

∫

D×D

∣

∣v −∇xφε(t+ η, eδw(x), a)
∣

∣

2
dc

Ý.É3Ô2ÉuÉAÐ�È�Ï\Ð�ÑÖÐ¨Ô�Ë'&!×uÉuÔ1Ð2Ò�ÚGÒ´Ë_Ó³Ü
f
Õ*Í2Ò´Ø>Ï\Ú�Ò�áwÉ ë ��ÑÖÓ³×uÉ

eδζwx− x = δζ(t)w(x) +O(δ2)
å ÑÖÓ^Ð�È³É

C1
Ó³Ò´Í�Ø ÑÖÓêÔ�Ù�Ï´×uÉ�Ð�ÑÖØ�É ç é_Ú�â­�`×2È�Ý0Ï\Í�Ð(�ZÑÖÓ³ÉuÎ�Ë�Ï\ÌÖÑÖÐ âwé å�æ�æ�ç Ï\Ó³Ü å�æ��wç Ý�ÉpÞwÉ�Ð

f ≤ C
√

fδ + 2ε2 + C(δη + δ2) + Cη2,

Ý�È_Ñ²×2È®ÑÖØ6Ù_ÌÖÑ²ÉuÔ
f(δ, ε, η) ≤ C(δ2 + ε2 + η2)

é�Ý�ÑÖÐ�È
C
Ü_É�ÙGÉ�Ó³ÜIÑÖÓ_Þ�Ò´Ó

T
é
A∗ é ζ éIÏ\Ó³Ü w ë Ç0È_Ñ²Ôxé`Ð2Ò´ÞwÉ�Ð�È³É�ÍÝ�ÑÖÐ�È ∫

|v −∇xφε|2 dc ≤ 2ε2
éIÞ�ÑÖáwÉuÔ å " çQë

® ¯ ÀGÁAÁL°°ÁL°�¿�± ���n�5Æ2¾ À��P��Ã ²�¿
³W´ f�Z�i�f/µ·¶H�4�6� Gg�E�

τ ∈ (0, T )
,�36� 5 �E�

w : D → R
d T��t,¸�	)?���I�4�Q��
=2���.
�/��36����;��	.����¸2��(�1����.g�%� 5 � 0 ,�.(, 545 � 5���

∂D ¥Q¦ �'�E3R�4�'�E.(�Q�(¹I
��E�4��,B���I37����,�36�
C = C(w, τ, T,A∗)

�	-7���­�4�:,I�
|〈∇p ·w, ζf〉| ≤ C‖f‖∞‖ζ‖L2(0,T ) ∀ζ ∈ C∞

c

(

(τ, T − τ); [0,+∞)
)

, f ∈ C∞
c

(

(0, 1)×D
)

.
å�æ � ç

©%.¢�<�¢� ¥ A Ò´Í
ζ ∈ C∞

c (τ, T − τ)
Ó³Ò´Ó_Ó³É�Þ�Ï\Ð�ÑÖáwÉ�é

η ∈ (0, τ/2)
Ï\Ó³Ü

δ, ε > 0
Ý.É�×uÒ´Ó³Ô2Ñ²Ü_ÉQÍ�Ð�È³ÉcÕ»Ò´ÌÖÌ²Ò�Ý�ÑÖÓ_Þ

É��`Ù_Í2ÉuÔ2Ô2Ñ²Ò´Ó ä
I = I(ζ, δ, η, ε) : =

∫ T

0

∫

D
ζ(t)

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

pε(t+ ηθ, eδw(x)) − pε(t+ ηθ, x)
]

dθ

∣

∣

∣

∣

dxdt

=

∫

ζ(t)

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

pε(t+ ηθ, eδw(x)) − pε(t+ ηθ, x)
]

dθ

∣

∣

∣

∣

dc(t, x, a).

� Ë_ÍpÞwÒwÏ\Ì·Ñ²ÔAÐ2Ò®ÚGÒ´Ë_Ó³Ü
I
Õ»Í2Ò´Ø8Ï\ÚGÒxáwÉ ë Ç0È_Ñ²Ô�Ý�ÑÖÌÖÌ·ÚGÉ�Ï´×2È_Ñ²É�áwÉuÜðÑÖÓ}Ð�È³ÉcÕ»Ò´ÌÖÌ²Ò�Ý�ÑÖÓ_Þ å Ø!Ï\Ó�â ç Ô2Ð2É�Ù³Ô ä I ≤

I1 + I2 + I3
Ï\Ó³ÜðÉuÔ�Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É!Ò\Õ

I2, I3
k
I1 ≤ 2‖ζ‖∞ε2 − (I4 + I5 + I6)

Ï\Ó³ÜVÉuÔ2Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É!Ò\Õ
I5
Ï\Ó³Ü

I6
k

I4 = I7 + I8
Ï\Ó³Ü�ÉuÔ2Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2ÉZÒ\Õ

I8
k
I7 = 2I9 + I10

Ï\Ó³ÜêÉuÔ2Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É�Ò\Õ
I9

k
I10 = I11 + I12

Ï\Ó³ÜêÉuÔ�Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É
Ò\Õ
I12

k ã³Ó�Ï\ÌÖÌÖâ
I11 = I13 + I14

Ï\Ó³Ü ÉuÔ�Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É�Ò\Õ
I13
Ï\Ó³Ü

I14
ë U�Ó Ò´Í2Ü_É�Í�Ð2ÒVÏxáwÒ´Ñ²Ü Ï°×�Ë_Ø�ÚGÉ�Í2Ô2Ò´Ø�É

Ó³Ò´Ð(Ï\Ð�Ñ²Ò´Óké4ÜIË_Í�ÑÖÓ_ÞBÐ�È_Ñ²Ô�Ù_Í2Ò`Ò\Õ·Ý.ÉcÜ_É�Ó³Ò´Ð2É3Ú�â
C
Ï!ÞwÉ�Ó³É�Í�Ñ²×6×uÒ´Ó³Ô�Ð(Ï\Ó�Ð�Ü_É�ÙGÉ�Ó³ÜIÑÖÓ_Þ®Ò´Ó_ÌÖâêÒ´Ó

(w, τ, T,A∗)
é

Ý�È³Ò�Ô2ÉpÔ�ÙGÉu×�Ñ�ã�×�á´Ï\ÌÖË³É�×xÏ\Ó�×2È�Ï\Ó_ÞwÉAÕ»Í2Ò´Ø ÌÖÑÖÓ³ÉAÐ2ÒcÌÖÑÖÓ³É ëV É�Ó³ÒxÝ ×uÒ´Ó³Ô�Ñ²Ü_É�Í
λε(t, x, a) := −

(

∂tφε + 1
2 |∇xφε|2 + pε

)

≥ 0
é�Ï\Ó³ÜcÝ�É�Í2Éu×xÏ\ÌÖÌ³Ð�È�Ï\Ð ∫

λε dc ≤ ε2
ë

V ÉAÈ�ÏuáwÉ
I ≤ I1 + I2 + I3,

�



Ý�È³É�Í2É

I1 : =

∫

ζ(t)

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

λε(t+ ηθ, eδw(x), a) − λε(t+ ηθ, x, a)
]

dθ

∣

∣

∣

∣

dc,

I2 : =

∫

ζ(t)

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[

∂tφε(t+ ηθ, eδw(x), a) − ∂tφε(t+ ηθ, x, a)
]

dθ

∣

∣

∣

∣

dc,

I3 : =

∫

ζ(t)

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

[1

2
|∇xφε|2(t+ ηθ, eδw(x), a) − 1

2
|∇xφε|2(t+ ηθ, x, a)

]

dθ

∣

∣

∣

∣

dc.

ì â å " ç Ý�ÉAÈ�ÏuáwÉ
‖∇xφε(t+ ηθ, eδw(x), a)‖L2(ζ2c) ≤ ‖∇xφε(t, x, a)‖L2(ζ2c) +

√
L‖ζ‖∞(ε+ η + δ) ∀θ ∈ (0, 1).

Ç0È³É�Í2ÉQÕ»Ò´Í2ÉAÝ�Í�ÑÖÐ�ÑÖÓ_Þ |A|2 − |B|2 Ï´Ô (A−B) · (A+B)
Ï\Ó³Ü®Ë³Ô�ÑÖÓ_Þ å " ç Ò´Ó³×uÉAØ�Ò´Í2É�é_Ý�Ép×xÏ\ÓêÉuÔ�Ð�ÑÖØ!Ï\Ð2É

I3 ≤ C(ε+ η + δ)

(
∫

ζ2(t)|∇xφε|2(t, x, a) dc + C‖ζ‖2
∞(ε2 + η2 + δ2)

)1/2

.
å�æEK�ç

A Ò´Í
I2
Ý.ÉAã³Í2Ô�Ð�ÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð2É�Ý�ÑÖÐ�È�Í2ÉuÔ�ÙGÉu×�Ð5Ð2Ò

θ
Ï\Ó³Ü®Ð�È³É�Ó�Ë³Ô2É�Ð�È³ÉAØ�ÉxÏ\Óêá´Ï\ÌÖË³ÉAÐ�È³ÉuÒ´Í2É�Ø Ð2Ò�Ò´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ

I2 ≤ δ

η

∫

ζ(t)

∫ 1

0

∣

∣

∣

[

∇xφε(t+ η, eσδw(x), a) −∇xφε(t, e
σδw(x), a)

]

· w(eσδw(x))
∣

∣

∣
dσdc

≤ C
δ

η

∫ 1

0

∫

ζ(t)
∣

∣

∣

[

∇xφε(t+ η, eσδw(x), a) −∇xφε(t, e
σδw(x), a)

∣

∣

∣
dcdσ

≤ C
δ

η
(ε+ η + δ)‖ζ‖L2(0,T ).

å�æ � ç
èkÉ�Ð5Ë³Ô�Ó³Ò�Ý ×uÒ´Ó³Ô�Ñ²Ü_É�Í

I1 ä Ë³Ô�ÑÖÓ_Þ λε ≥ 0
Ï\Ó³Ü ∫

λε dc ≤ ε2
é_Ý�ÉpÒ´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ

I1 ≤
∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

λε(t+ ηθ, eδw(x), a) + λε(t+ ηθ, x, a)
]

dθdc

≤ 2‖ζ‖∞ε2 +

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

λε(t+ ηθ, eδw(x), a) + λε(t+ ηθ, x, a) − 2λε(t, x, a)
]

dθdc

≤ 2‖ζ‖∞ε2 − I4 − I5 − I6,

Ý�È³É�Í2É

I4 : =

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

∂tφε(t+ ηθ, eδw(x), a) + ∂tφε(t+ ηθ, x, a) − 2∂tφε(t, x, a)
]

dθdc,

I5 : =
1

2

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

|∇xφε|2(t+ ηθ, eδw(x), a) + |∇xφε|2(t+ ηθ, x, a) − 2|∇xφε|2(t, x, a)
]

dθdc,

I6 : =

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

pε(t+ ηθ, eδw(x)) + pε(t+ ηθ, x) − 2pε(t, x)
]

dθdc.

!



J1Ò�Ý Ý.ÉAÓ³Ò´Ð�Ñ²×uÉpÐ�È�Ï\Ð
I6 = 0,

å�æ � ç
Ô�ÑÖÓ³×uÉ ∫

c(t, x, da) = 1
å Ú�â^Ð�È³É3ÑÖÓ³×uÒ´Ø6Ù_Í2ÉuÔ2Ô�ÑÖÚ_ÑÖÌÖÑÖÐ â}×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í(Ï\ÑÖÓ�Ð å � ç2ç é eδw Ñ²Ô�Ø�ÉxÏ´Ô�Ë_Í2É ß Ù_Í2ÉuÔ(É�Í�á�ÑÖÓ_Þ³éÅÏ\Ó³Ü

∫

pε(t, x) dx = 0
ë�A Ò´Í

I5
éIÝ.ÉpÈ�ÏuáwÉpÐ�È³ÉAÔ$Ï\Ø�ÉAÚ�Ò´Ë_Ó³Ü^Ï´Ô0Õ»Ò´Í

I3
éIÐ�È�Ï\Ð5Ñ²Ô

|I5| ≤ C(ε+ η + δ)

(
∫

ζ2(t)|∇xφε|2(t, x, a) dc + C‖ζ‖2
∞(ε2 + η2 + δ2)

)1/2

.
å�æ � ç

V Ép×uÒ´Ó�Ð�ÑÖÓ�Ë³É�Ô�Ù_ÌÖÑÖÐ�Ð�ÑÖÓ_Þ
I4
Ï´Ô
I7 + I8

éIÝ�ÑÖÐ�È

I7 : =

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t)
(

∂tφε(t+ ηθ, eδw(x), a) + ∂tφε(t+ ηθ, x, a)
)

− 2ζ(t− θη)∂tφε(t, x, a)
]

dθdc,

I8 : = 2

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t− θη) − ζ(t)
]

∂tφε(t, x, a) dθdc.

A Ò´Í
I8
é_Ë³Ô�ÑÖÓ_Þ�Ò´Ó³×uÉAØ�Ò´Í2ÉpÐ�È�Ï\Ð

λε ≥ 0
Ï\Ó³Ü ∫

λε dc ≤ ε2
éIÝ�ÉAÈ�ÏuáwÉ�Ð�È³É�Ú�Ò´Ë_Ó³Ü

|I8| ≤ 2

∣

∣

∣

∣

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t− θη) − ζ(t)
]

λε(t, x, a) dθdc

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t− θη) − ζ(t)
]

|∇xφε|2(t, x, a) dθdc
∣

∣

∣

∣

+ 2

∣

∣

∣

∣

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t− θη) − ζ(t)
]

pε(t, x, a) dθdc

∣

∣

∣

∣

≤ 4‖ζ‖∞ε2 +

∣

∣

∣

∣

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t− θη) − ζ(t)
]

|∇xφε|2(t, x, a) dθdc
∣

∣

∣

∣

Ý�È³É�Í2É^ÑÖÓ Ð�È³É^ÌàÏ´Ô�ÐBÑÖÓ³ÉuÎ�Ë�Ï\ÌÖÑÖÐ�â Ý�É^Ë³Ô(ÉuÜ'Ð�È�Ï\Ð ∫

pε dct =
∫

pε dx = 0
ë»º Ô2ÑÖÓ_Þ Ï\Ì²Ô2ÒðÐ�È³É^Õ{Ï´×�ÐBÐ�È�Ï\Ð

t 7→
∫

|v|2(t, x, a) dct
Ü_Ò`ÉuÔ�Ó³Ò´Ð�Ü_É�ÙGÉ�Ó³Ü�Ò´Ó

t
Ý�ÉAÞwÉ�Ð

|I8| ≤ 4‖ζ‖∞ε2 + 2‖ζ‖∞
∫

∣

∣|∇xφε|2(t, x, a) − |v|2(t, x, a)
∣

∣ dc.
å�æ ! ç

V ÉAÓ³ÒxÝ ×uÒ´Ó³Ô2Ñ²Ü_É�Í
I7 = I9 + 2I10

é_Ý�È³É�Í2É

I9 : =

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

∂tφε(t+ ηθ, eδw(x), a) − ∂tφε(t+ ηθ, x, a)
]

dθdc,

I10 : =

∫ ∫ 1

0

[

ζ(t)∂tφε(t+ ηθ, x, a) − ζ(t− θη)∂tφε(t, x, a)
]

dθdc.

V ÉAÈ�ÏuáwÉ�é�Ï´Ô�Õ»Ò´Í
I2
é

|I9| =
1

η

∣

∣

∣

∣

∫

ζ(t)
[(

φε(t+ η, eδw(x), a) − φε(t+ η, x, a)
)

−
(

φε(t, e
δw(x), a) − φε(t, x, a)

)]

dc

∣

∣

∣

∣

=
δ

η

∣

∣

∣

∣

∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

∇xφε(t+ η, eσδw(x), a) −∇xφε(t, e
σδw(x), a)

]

· w(eσδw(x)) dσdc

∣

∣

∣

∣

≤ C
δ

η
(ε+ η + δ)‖ζ‖L2(0,T ).

å�æ " ç

"



A Ò´Í
I10
é�Ý�É3Ë³Ô2É�Ð�È³Éc×uÒ´Ó�Ð�ÑÖÓ�Ë_ÑÖÐ â}ÉuÎ�Ë�Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó

∂tc + divx(vc) = 0
å Ô2ÉuÉ å � ç�ç Ï\Ó³Ü°Ï´Ü_Ü}Ï\Ó³Ü¯Ô�Ë_Ú_Ð�Í(Ï´×�Ð ζ(t)Ð2Ò6ÞwÉ�Ð

I10 =

∫ ∫ 1

0

∫ 1

0
∂t

[

ζ(t− (1 − σ)ηθ)∂tφε(t+ ηθσ, x, a)
]

ηθ dσdθdc

= −
∫ ∫ 1

0

∫ 1

0
ζ(t− (1 − σ)ηθ)∂t∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)ηθ dσdθdc

= −
∫ ∫ 1

0

∫ 1

0

[

ζ(t− (1 − σ)ηθ) − ζ(t)
]

∂t∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)ηθ dσdθdc

−
∫ ∫ 1

0

∫ 1

0
ζ(t)∂t∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)ηθ dσdθdc

= −
∫ ∫ 1

0

∫ 1

0

[

ζ(t− (1 − σ)ηθ) − ζ(t)
]

∂t∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)ηθ dσdθdc

−
∫

ζ(t)

∫ 1

0

[

∇xφε(t+ ηθ, x, a) −∇xφε(t, x, a)
]

· v(t, x, a) dθdc

=: I11 + I12.

J1Ò�Ý Ý.ÉpÔ(ÉuÉ�Ð�È�Ï\Ðxé_Ë³Ô�ÑÖÓ_Þ å " ç Ï\Ó³Ü®Ð�È³É¼�`×2È�Ý0Ï\Í(�ZÑÖÓ³ÉuÎ�Ë�Ï\ÌÖÑÖÐ âwé�Ý.ÉpÉxÏ´Ô2ÑÖÌÖâhÞwÉ�Ð

|I12| ≤ C(ε+ η)

(
∫

ζ2(t)|∇xφε|2 dc+ C‖ζ‖2
∞(ε2 + η2)

)
1

2

.
å��I#wç

A Ò´Í
I11
éIÑÖÐ5×xÏ\Ó�ÚGÉ�Ý�Í�ÑÖÐ�Ð2É�Ó¯Ï´Ô

I13 + I14
éIÝ�È³É�Í2É

I13 :=

∫ ∫ 1

0

∫ 1

0
∂t

[

[ζ(t− (1 − σ)ηθ) − ζ(t)]∇xφε(t+ ηθσ, x, a)
]

· v(t, x, a)ηθ dσdθdc

=

∫ ∫ 1

0
[ζ(t− ηθ) − ζ(t)]∇xφε(t, x, a) · v(t, x, a) dθdc,

=

∫ ∫ 1

0
[ζ(t− ηθ) − ζ(t)]

[

∇xφε(t, x, a) − v(t, x, a)
]

· v(t, x, a) dθdc

−
∫ ∫ 1

0
[ζ(t− ηθ) − ζ(t)]|v|2(t, x, a) dθdc

Ï\Ó³Ü

I14 :=

∫ ∫ 1

0

∫ 1

0

[

ζ ′(t− (1 − σ)ηθ) − ζ ′(t)
]

∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)ηθ dσdθdc.

$ Éu×xÏ\ÌÖÌÖÑÖÓ_Þ�Ð�È�Ï\Ð
t 7→

∫

|v|2(t, x, a) dct
Ñ²Ô5×uÒ´Ó³Ô�Ð(Ï\Ó�Ðxé³Ú�â å ! ç Ý.ÉAÈ�ÏxáwÉ

|I13| ≤
∣

∣

∣

∣

∫ ∫ 1

0
[ζ(t− ηθ) − ζ(t)]

(

∇xφε(t, x, a) − v(t, x, a)
)

· v(t, x, a) dθdc
∣

∣

∣

∣

≤ C‖ζ‖∞ε.
å��Iæ�ç

æ�#



A ÑÖÓ�Ï\ÌÖÌÖâwé³Ú�â å " ç Ý�Ép×xÏ\Ó�ÚGÒ´Ë_Ó³Ü I14 Ý�ÑÖÐ�È

|I14| ≤ ‖ζ ′′‖∞η2

∫ T−τ/2

τ/2

∫

D×A

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣∇xφε(t+ ηθσ, x, a) · v(t, x, a)
∣

∣ dσdθdc

≤ ‖ζ ′′‖∞η2C (‖∇xφε‖2 + C(ε+ η)) .
å��I�wç

z�Ò´ÌÖÌ²Éu×�Ð�ÑÖÓ_Þ å�æEK�ç é å�æ � ç é å�æ � ç é å�æ � ç é å�æ " ç é å��I#wç é å��Iæ�ç é å��I�wç Ý.Ép×xÏ\ÓêÚ�Ò´Ë_Ó³ÜBÕ»Í2Ò´Ø Ï\ÚGÒxáwÉ
I
Ï´Ô�Õ»Ò´ÌÖÌ²Ò�Ý5Ô ä

C(ε+ η + δ)

(
∫

ζ2(t)|∇xφε|2 dc+ C‖ζ‖2
∞(ε2 + η2 + δ2)

)
1

2

+ I8 + C
δ

η
(ε+ η + δ)‖ζ‖L2(0,T ) + ‖ζ ′′‖∞η2C (‖∇xφε‖2 + C(ε+ η)) + 2‖ζ‖∞ε2 + C‖ζ‖∞ε.

J1Ò�Ýpé�Í2Éu×xÏ\ÌÖÌÖÑÖÓ_ÞBÐ�È³ÉZÜ_ÉQã³Ó_ÑÖÐ�Ñ²Ò´Ó°Ò\Õ
I
é�Ý.ÉZÑÖÓ�Ð2É�Þ�Í(Ï\Ð2É

pεζ
Ï\Þ�Ï\ÑÖÓ³Ô�ÐAÏcÕ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó

f ∈ C∞
c

(

(0, T ) ×D
) Ï\Ó³Ü

Ù�Ï´Ô2Ô�Ð2ÒcÐ�È³ÉAÌÖÑÖØ6ÑÖÐ1Ï´Ô
ε→ 0

é_Ý�ÑÖÐ�È
η = δ

Õ*Í2Ò��xÉ�Óké³Ð2Ò�Ò´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ
1

δ

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0
〈q, ζ(t)

[

f(t− δθ, e−δw(x)) − f(t− δθ, x)
]

〉 dθ
∣

∣

∣

∣

≤ C‖f‖∞(‖ζ‖L2(0,T ) + δ‖ζ ′′‖∞ + δ‖ζ‖∞)

Õ»Ò´Í1Ï\Ó�âNÌÖÑÖØ6ÑÖÐ5Ù�Ò´ÑÖÓ�Ð
q
Ò\Õ
pε
ÑÖÓêÐ�È³ÉpÔ2É�Ó³Ô2ÉAÒ\Õ·ÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ôxé�Ð�È�Ï\Ó7�`Ô�Ð2Ò6Ð�È³É�Õ�Ï´×�Ð�Ð�È�Ï\Ðxé³Ú�â å�æ ! ç é I8 → 0Ï´Ô

ε→ 0
å È³É�Í2ÉAÝ�ÉAË³Ô2ÉAÏ\Þ�Ï\ÑÖÓ�Ð�È�Ï\Ð

t 7→
∫

|v|2(t, x, a) dct
Ñ²Ô�×uÒ´Ó³Ô�Ð(Ï\Ó�Ð çQë �`Ò_éIÌ²É�Ð�Ð�ÑÖÓ_Þ

δ → 0
éIÝ.É�ã³Ó�Ï\ÌÖÌÖâ

Ò´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ å�æ � ç é�Ý�ÑÖÐ�È ∇q ÑÖÓ¯Ù_ÌàÏ´×uÉcÒ\Õ ∇p ë¨ì Ë_Ð ∇pε → ∇p ÑÖØ6Ù_ÌÖÑ²ÉuÔ�Ð�È�Ï\Ð ∇p = ∇q Ï\Ó³Ü¯×uÒ´Ó³×�ÌÖË³Ü_ÉuÔ�Ð�È³ÉÙ_Í2Ò�Ò\Õ ë
½ f:µh_7i�d¾¶¿���¿�tÀ 3h�4�'�Q��,��1�

D = T
d ��3��Q��,�3Á, 5 �E�¨���I37�	
�����.?����3F����,�3��%2����1����.9�%� 5 ���

w
,�36�B�4�'��.��4�1��.��

å�æ � ç �:� 5 ����
43R,+�E�
.¢��3:����.+ÂÃ,�36�?�	
4) 0�5 ��.YÄ9�E�I.	)+Å
|〈∂xi

p, ζf〉| ≤ C‖f‖∞‖ζ‖L2(0,T ) ∀ζ ∈ C∞
c

(

(τ, T − τ); [0,+∞)
)

, f ∈ C∞
(

[0, 1] × T
d
) å�� � ç

¡P
4�4�
C

�/� 0 ��36�I
=3/�B��3 5 ¤Æ�I3
τ � T ,�36�

A∗ ¥
ÿ Ô�ÑÖØ6Ù_Ì²ÉAÌ²Ò`×xÏ\ÌÖÑ���Ï\Ð�Ñ²Ò´Ó¯Ï\Ó³ÜêÔ2Ø�Ò�Ò´Ð�È_ÑÖÓ_ÞhÏ\Í�Þ�Ë_Ø�É�Ó�Ð1Ú�Ï´Ô(ÉuÜêÒ´Ó å�æ � ç Þ�ÑÖáwÉuÔ�Ð�È�Ï\Ð�Ð�È³ÉAÙ_Í2ÉuÔ(Ô�Ë_Í2É�ã�É�Ì²Ü�Ñ²ÔÌ²Ò�×xÏ\ÌÖÌÖâ å Þ�Ì²Ò´Ú�Ï\ÌÖÌÖâwé³ÑÖÓ�Ð�È³ÉA×xÏ´Ô(É

D = T
d
ç ÑÖÓ³ÜIË³×uÉuÜ�Ú�âNÏZÕ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó ë

XWZ�i�Z6o
o4_7i<aÇ¶H��¶H� Gg�E�
d ≥ 2 ¥Q¦ �'�E3 �1��.W, 545 �	)?���I�4�B��-7T(����)?,�
=3F�

D′ ⊂⊂ D
�4�'�E.(�8�(¹�
=���4�

q ∈ L2
loc

(

(0, T );BV (D′)
)

⊂ L2
loc

(

(0, T );L1∗(D′)
)

Â��'��.��
1∗ = d/(d − 1)

Ä>¡P
4�4� ∇q = ∇p 
=3È�4�'�+����37���Æ�(�Æ��
=���
.�
�T�-'�

���37�Q
=3
(0, T ) × D′ ¥ À 3È�4�'����,��1�

D = T
d �4�'�t�1,�)+�t�E��,I�£��)+��3��É�'� 5 ���9� 5 ��T(, 5=5 ¤?
43¨� 0 ,���� � 
 ¥ � ¥ ¡P

�4�

D′ = D ¥9Ê ��.��(��2���. � 
43D�4��
=����,��1�W�4�'�
.(�	��- 5 �§�:� 5 ���W, 5 �E���E�I.

d = 1
Â£¡P
4�4�

1∗ = ∞ Ä ¥
©%.¢�<�¢� ¥ V É!ã³Í2Ô�Ð�Ó³Ò´Ð�Ñ²×uÉBÐ�È�Ï\ÐZÕ»Ò´Í

d ≥ 2
Ï\Ó�âV×uÒ´Ó³Ô�Ð(Ï\Ó�Ð3áwÉu×�Ð2Ò´ÍZã�É�Ì²Ü

w̄
ÑÖÓ
D′ ×xÏ\ÓðÚ�ÉBÉ��`Ð2É�Ó³Ü_ÉuÜðÐ2Ò^Ï

ÜIÑÖáwÉ�Í�ÞwÉ�Ó³×uÉ ß Õ*Í2ÉuÉ�é"Ô�Ø�Ò`Ò´Ð�ÈðÏ\Ó³Ü�×uÒ´Ø6Ù�Ï´×�Ð�ÌÖâ�Ô2Ë_Ù_Ù�Ò´Í�Ð2ÉuÜVáwÉu×�Ð2Ò´Ípã�É�Ì²Ü�ÑÖÓ D ä ÑÖÓ³Ü_ÉuÉuÜ4é¸Ñ�Õ D′ ⊂⊂ D1 ⊂⊂

æ�æ



D2 ⊂⊂ D
é`Ý�ÑÖÐ�È

D1
Ï\Ó³Ü

D2
Ô�Ø�Ò`Ò´Ð�ÈkéIÝ.É�Ø!ÏuâNÔ2É�Ð

ŵ = w̄
ÑÖÓ
D1
é
ŵ = 0

ÑÖÓ
D \D2

é_Ï\Ó³Ü
ŵ = ∇ψ ÑÖÓ

D2 \D1
éIÝ�È³É�Í2É

ψ
Ñ²Ô�ÏcÔ2Ò´ÌÖË_Ð�Ñ²Ò´ÓêÒ\Õ







∆ψ = 0
ÑÖÓ
D2 \D1,

∂ψ
∂ν = 0

Ò´Ó
∂D2,

∂ψ
∂ν = w̄ · ν Ò´Ó ∂D1,

å É��`Ñ²Ô�Ð2É�Ó³×uÉhÒ\Õ
ψ
×xÏ\Ó�ÚGÉ!Ò´Ú_Ð(Ï\ÑÖÓ³ÉuÜVÚ�â}Ø6ÑÖÓ_ÑÖØ6Ñ��uÑÖÓ_Þ 1

2

∫

D2\D1
|∇φ|2 −

∫

∂D1
φw̄ · ν ÑÖÓ H1(D2 \ D1)

çQë
ì â¯×uÒ´Ó³Ô�Ð�Í�Ë³×�Ð�Ñ²Ò´Ó

ŵ
Ñ²ÔAÜIÑÖáwÉ�Í�ÞwÉ�Ó³×uÉ ß Õ»Í2ÉuÉ å ÑÖÓ°Ð�È³É6Ô2É�Ó³Ô2ÉcÒ\Õ0ÜIÑ²Ô�Ð�Í�ÑÖÚ_Ë_Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô ç ÑÖÓ D é4×uÒ´Ø6Ù�Ï´×�Ð�ÌÖâ}Ô�Ë_Ù_ÙGÒ´Í�Ð2ÉuÜÏ\Ó³Ü!×uÒ´ÑÖÓ³×�Ñ²Ü_ÉuÔ�Ý�ÑÖÐ�È
w̄
ÑÖÓBÏpÓ³É�ÑÖÞ�È�ÚGÒ´Ë_Í�È³Ò�Ò`ÜhÒ\Õ

D′
é�Ô2Ò�Ð�È�Ï\Ð�Ï�Ô�Ë_ÑÖÐ(Ï\Ú_Ì²É5Ø�Ò´ÌÖÌÖÑ�ã�×xÏ\Ð�Ñ²Ò´Ó®Ò\Õ

ŵ
Ù_Í2Òxá`Ñ²Ü_ÉuÔCÐ�È³É

Í2ÉuÎ�Ë_ÑÖÍ2ÉuÜ�É��IÐ2É�Ó³Ô�Ñ²Ò´Ó ë
Ç0È�Ï\Ó7�`Ô�Ð2ÒcÐ�È_Ñ²Ô�Í2É�Ø!Ï\Í(�Gé å�æ � ç â`Ñ²É�Ì²Ü_Ô

|〈∂xi
p, ζf〉| ≤ L‖f‖∞‖ζ‖L2(0,T ) ∀ζ ∈ C∞

c

(

(τ, T − τ); [0,+∞)
)

, f ∈ C∞
c

(

(0, 1) ×D′
)

,
å���K�ç

Ý�ÑÖÐ�È
L
Ü_É�ÙGÉ�Ó³ÜIÑÖÓ_Þ!Ò´Ó_ÌÖâ®Ò´Ó

τ
é
T
é
D′ Ï\Ó³Ü A∗

ë U�Õ
Ý.ÉZÜ_É�Ó³Ò´Ð2ÉAÚ�â
qε
Ð�È³ÉAØ�Ò´ÌÖÌÖÑ�ã�ÉuÜ®Õ»Ë_Ó³×�Ð�Ñ²Ò´Ó³Ô�Ò\Õ

p
éIÐ�È_Ñ²Ô

ÉxÏ´Ô�ÑÖÌÖâcÑÖØ6Ù_ÌÖÑ²ÉuÔ·Ð�È�Ï\Ð |∇qε| Ñ²Ô"Ë_Ó_Ñ�Õ{Ò´Í�Ø6ÌÖâ6Ú�Ò´Ë_Ó³Ü_ÉuÜ�ÑÖÓ L2
loc

(

(0, T );L1(D′)
) ë U Ó6Ù�Ï\Í�Ð�Ñ²×�Ë_ÌàÏ\Íxé�Ñ�Õ4Ý.É5Ü_É�Ó³Ò´Ð2É
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loc

(

(0, T );L1∗(D′)
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q
Ñ²Ô0Ï\Ó�â�Ý.ÉxÏ��hÌÖÑÖØ6ÑÖÐ0Ù�Ò´ÑÖÓ�Ð å ÑÖÓNÐ�È³É¨ÜIË�Ï\ÌÖÑÖÐ â!Ý�ÑÖÐ�È

L2
loc

(

(0, T );Ld(D′)
) ç Ý.É�ÉxÏ´Ô�ÑÖÌÖâ�ÞwÉ�Ð ∇q = ∇pÏ\Ó³Ü

q ∈ L2
loc

(

(0, T );BV (D′)
) ë

U Ó®Ð�È³É�×xÏ´Ô2É
D = T
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