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Zusammenfassung
Das Ziel dieser Vorlesungsnotizen ist es, die Studenten bei der Priifungs-
vorbereitung zu unterstiitzen. Die Vorlesungsnotizen basieren aus den Vor-
lesungen von KOMPLEXE ANALYSIS der Autorin aus den Studienjahren
2012-2015.
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1 Komplexe Zahlen und Funktionen

1.1 Komplexe Zahlen

Gleichungen ohne reelle Lésungen (wie etwa 22 + 1 = 0) fiihrten zur Einfiihrung der
komplexen Zahlen.

Der Korper C der komplexen Zahlen ldsst sich wie folgt charakterisieren:

a) C ist ein Korper; die Elemente z von C heiflen komplexe Zahlen.

c¢) In C gibt es zwei Losungen ¢ und —i der Gleichung 2% + 1 = 0.

)
b) R C C ist ein Teilkorper.
)
d)

Jede komplexe Zahl z lasst sich darstellen in der Form
z=x+1y, xR, yek,

wobei z,y € R reelle Zahlen sind und 7 die imaginére Einheit ist; das heifit:
i ist durch die Identitéit 2 = —1 definiert.

Die Koeffizienten z, y werden als Realteil und Imaginérteil von 2z bezeichnet.

C kann mit R? identifiziert werden:

C

« 2= 41y <> . (7,9)

Fig. 1.1

Bei dieser Identifikation entsprechen die reellen komplexen Zahlen z = z + ¢0 der
x-Achse, die heifit daher auch reelle Achse. Auf der y-Achse liegen die rein ima-
gindren Zahlen z = 0 + 7y. Die y-Achse heifit entsprechend imaginére Achse.

Fiir zwei beliebige Zahlen z = x + iy, 2’ = 2’ + iy’ gilt gemif Eigenschaften a) und
b)
heif3t
22 =x+2 +ily+vy).

Weiter ist
Zz= (2 +ay) - (x+dy)
=a'x + 2y + 'z + iy iy,



und somit wegen i? = —1:
z-2 =xx' —yy +i(2'y + y'x).
Fiir eine reelle Zahl o € R folgt
oz = ax +iay,

das heifit: Die Multiplikation einer Zahl z € C mit einem o € R entspricht
geometrisch der Streckung des Vektors z mit dem Skalarfaktor .

Vor allem C ist ein Korper. Das heisst, beliebige z € C* := C\{0} besitzen einen
Kehrwert 1 € C*:

1 T — iy x - (=y)
— = ; — = 3 5 T1— 3
v+iy  (x+iy)(z—iy) 2?+y 2 +y

Die Regel ist die folgende: der Nenner und der Zéhler mit x — iy zu multiplizieren
(um im Nenner eine reelle Zahl zu erhalten). Der Korper C ist, im Gegensatz zu R,
nicht geordnet, deswegen macht eine Ungleichung z; < z; keinen Sinn!

Die zu z konjugiert komplexe Zahl ist zZ := x — iy. Die Punkte z und Z liegen

spiegelbildlich zur reellen Achse.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

e r=RE) =2 y=90) =

|
IS

Die Grosse

2] = V2 Z = /a2 412
heifit der (absolute) Betrag von z.
Fiir den Betrag gelten folgende Rechenregeln:
|2 2| = |z] - []
2z € R=|z|c = |z|r
[Rez| <zf,  [Imz] < |z]

|z + 2| <|z| +17/| (die Dreiecksungleichung).
Der Betrag |z| von z entspricht dem Abstand des Punktes z ~ (z,y) vom Ursprung.
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1.2 Polardarstellung der Komplexen Zahlen

In der Ebene R? gibt es neben den kartesischen Koordinaten x,y die Polarkoordi-
naten r, ¢.

Fiir einen Punkt (z,y) auf der (z,y)-Ebene R? haben wir

x=rcos¢ wobeir>0und ¢ € R
y=rsing.

(1.1)

In den Polarkoordinaten stellt r der Abstand des Punktes (z,y) vom Ursprung
dar und ¢ stellt der Polarwinkel dar, also jener Winkel zwischen dem Vektor vom
Ursprung nach (z,y) und der positiven z-Achse.

Der Polarwinkel (das “Argument”) ¢ ist durch den Punkt (z,y) nur bis auf
additive ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt und ist fiir den Punkt (0,0) unde-
finiert.

Gegeben ein Punkt (z,y) # (0,0), verstehen wir das Argument arg(x,y) als die
Menge aller ¢ € R fiir die (1) gilt.

Ist ¢ ein beliebiger Repréisentant von arg(x,y), so gilt
arg(z,y) = {¢ + 2km [k € Z} =: {¢}.

Wir haben
{x:rcosgb {r:\/:cz—l—yz
<~

y =zsing ¢ € arg(z,y) .

Bei der Identifikation von C mit R? definieren wir arg z := arg(z,y), und entspre-
chend folgt

z=r(cos¢+ising) < {
Mit Hilfe der Eulerschen Formel
cosd +ising = e (¢ € R)

erhalten wir die Polardarstellung einer komplexen Zahl z € C* := C\{0}

z = |z| e,

Diese Formel wird sich als dullerst niitzlich erweisen.

1. Fiir zwei Zahlen z; = r €', 2, = 75 €2 hat man dank der Funktionalsglei-
chung der Exponentialfunktion (bzw. der Additionstheoreme von Cosinus und
Sinus)

Z1R9 = T1T2 6Z(¢1+¢2)

(bzw. 2129 =TT [(cos (b1 COS (g — Sin ¢y sin y)
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+ i(sin ¢1 cos ¢ + €OS Py sin ¢2)]
=7 r2[cos(¢1 + o) + isin(¢y + ¢2)D~

Anders formuliert: Bei der Multiplikation von komplexen Zahlen multiplizieren
sich die Betridge und addieren sich die Argumente:

arg(zy zo) = arg z; + arg 2,
(im Sinne der Addition von Mengen).

. Wir sind daran interessiert, die n-te Wurzel einer komplexen Zahl a € C zu
finden. Dies sind jene Zahl(en) z € C, fiir die gilt 2" = a. Wir werden schen,
dass es n verschiedene n-te Wurzeln von a gibt. Dazu muss insbesondere gelten

2" = |al e”.
Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn
|2"| = |z]" =|a| und n¢ =0+ 2km,

wobei £k =0,1,...,n— 1.
(Wir erinnern daran, dass e 2r-periodisch ist). Dann ist

o 2%
2| = |a|* und ¢ = 2 + 8
n n

k=0,1,...,n—1

also
2km

2 = \a|%ei(%+7) k=0,1,....,n—1.

Es gibt daher genau n verschiedene Losungen z, der Gleichung 2" = a und
diese n-ten Wurzeln der komplexen Zahl a bilden ein reguldres n-Eck auf einem
Kreis um den Ursprung und mit Radius {/|al.

Beispiel 1.1.

n =2

21 20

Fig. 1.2



=] -1t e, o= | = 1i & (5H5F)
s=| =10 &GHF) o= - 15 £GHF),
Damit:

20 = et = (? +Z§>

22_6i%: <_@_ Q)
2 2
§ I 2 V2
Zzg =€ 1 = (%4—1\/7_)
)
A
21 <0
/22 23
a=-—1
Fig. 1.3

Wir betrachten nun die Menge
C*:=C\{zeR|z<0},

d.h. wir schneiden die negative reelle Achse aus der komplexen Ebene heraus.

Auf dieser eingeschnittenen Ebene konstruieren wir, durch die Bedingung
—m < ® < 7, einen stetigen Reprisentanten des Arguments. Die Funktion

Arg: C* = (—m, )
z—argz N (—m,m)

heifit Hauptwert des Arguments.

Es gilt ArgZ = —Arg 2z, und auf der positiven reellen Achse ist Argz = 0.

Bemerkung 1.2. Die Gleichung
Arg(zy 29) = Arg z; + Arg 2

ist im Allgemeinen nicht mehr giiltig!



1.3 Komplexwertige Funktionen
1.3.1 Einige Begriffe aus der Topologie

Der Kreis mit Radius » > 0 und mit Zentrum zy kann durch die Gleichung |z—zo| = r
beschrieben werden. Eine Umgebung des Punktes zj ist eine Menge {z : |z — 2| <
r}, wobei r > 0 eine positive reelle Zahl ist. Deswegen ist eine Umgebung eine
Kreisscheibe mit Radius r ohne den Rand.

Ein Kreisring mit Zentrum z; und inneren und &usseren Radien rq, ry ist die
Menge {z : 1 < |z — 20| < 12}

Ein Punkt zy in einer Teilmenge S C C ist ein innerer Punkt von S, falls es
eine Umgebung von 2, gibt, die in S enthalten ist.

Fig. 1.4

Der Punkt z; ist ein Beriithrungspunkt von S, falls jede Umgebung von 2, eine
nichtleere Schnittmenge mit S hat.
Ein Beriihrungspunkt, der kein innerer Punkt ist, heift Randpunkt .

Eine Teilmenge S C C heifit offen, falls alle Punkte, die zu ihr gehoren, innere
Punkte sind. Eine Teilmenge S C C heifit beschrinkt, falls es eine Konstante
M > 0 gibt, sodass jeder Punkt z € S die Ungleichung |z| < M erfiillt. Anders
gesagt:

SC{z: |z| < M}.

Fig. 1.5: Eine beschrinkte Menge S.



Eine Teilmenge S C C heifit abgeschlossen, falls sie alle ihre Beriihrungspunkte
enthélt.

Eine kompakte Menge S C C ist eine Teilmenge, die beschriankt und abge-
schlossen ist.

Beispiel 1.3. S = {z:|z| < 1} ist eine (Kreis)Scheibe mit Radius 1 und Zentrum im
Ursprung. Thre inneren Punkte sind alle Punkte in der Menge {z: |z| < 1}. Letztere
wird daher auch als offene (Kreis)Scheibe mit Radius 1 bezeichnet.

Die Bertihrungspunkte sind die Punkte in der Menge {z: |z| < 1} und die Rand-
punkte sind die Punkte {z: |z| = 1}. Da alle Beriihrungspunkte von S in S enthalten
sind, ist S abgeschlossen. S ist offensichtlich beschrinkt. Die Menge {z:|z] < 1} ist
beschrénkt aber nicht abgeschlossen, deshalb ist sie nicht kompakt.

Beispiel 1.4. Die Menge {z: Re z > 0} ist offen und unbeschrénkt. Thre Randpunkte
sind {z : Rez = 0} und die Menge {z : Rez > 0} ist abgeschlossen.

Notation 1.5. Fiir eine Menge S definieren wir den Abschluss S wie folgt:

S C C = S = S U {Randpunkte}
= S U {Beriihrungspunkte }

Eine Teilmenge S heifit zusammenhingend, falls je zwei Punkte durch einen Po-
lygonzug (Streckenzug) verbunden werden kénnen, der vollstéandig in S enthalten
ist.
Beispiel 1.6.

o S={z:]z| <1, |z] > 2} ist nicht zusammenhingend.

Im

2
&/ Re

Fig. 1.6

o S ={z:1<|z| <2} ist zusammenhingend.



Im

dh
\ |

Fig. 1.7

e Ein Gebiet ist eine zusammenhéngende offene Teilmenge von C.

1.3.2 Komplexe Funktionen

Eine komplexe Funktion ist eine Funktion oder eine Abbildung f: 2 — C, wobei ilt
QCRoder QCC.

Fir z € Q ist f(z) das Bild von z via f. Der Punkt z heifit das Urbild (oder
ein Urbild) des Punktes w = f(z).

Vorsicht: Das Urbild ist nicht immer eindeutig bestimmt!

Kurven in der komplexen Ebene

Definition 1.7. Eine Kurve ist eine stetige Abbildung

~v:I — C,
t— y(t) = z(t) +iy(t).

wobei I C R ein reelles Intervall bezeichnet.

Fig. 1.8

Falls I = [a,b], mit a < b, dann ist y(a) der Anfangspunkt der Kurve v und ~y(b)
der Endpunkt der Kurve ~y.



Beispiel 1.8.
Die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten z,w € C ist gegeben durch

v:[0,1] = C, ~(t) =z + t(w — 2)
7(0) =z, (1) = w)

Die Einheitskreislinie ist gegeben durch

v:[0,27] — C
t —> e = cost + isint.

Es sei ¢ = a + ib eine vorgegebene komplexe Zahl verschieden von 0. Wir
betrachten die Kurve

y: (=00, +00) = C

t ect — eat . €th.

e Ist b =0, so gilt Arg z = 0 fiir alle Punkte 2z auf der Kurve.
= y(t) =e® € Rund e > 0

= der Punkt ~(¢) durchléuft die positive reelle Achse von 0 bis oo, falls
a > 0, und von oo bis 0, falls a < 0.

e lsta=0=y(t)=c¢® und |y(t)| =1
—> ~ beschreibt den Einheitskreis mit Winkelgeschwindigkeit b (vgl.
Bsp ) ; dabei entspricht b > 0 dem Umlauf im Gegenuhrzeigersinn
und b < 0 im Uhrzeigersinn.

o Ist a > 0,b+#0,soist |[y(t)] = [eT®| = €. Der Absolutbetrag |y(t)|
nimmt mit ¢ exponentiell zu.

Der Faktor e allein durchliuft wiederum den Einheitskreis mit konstan-
ter Geschwindigkeit b. Die Kombination der zwei Faktoren e® und e
gibt eine Spirale.

Wir beobachten: 7/(t) = ce® = (a + ib) y(t)

— arg7/(t) = argy(t) + 0, wobei § = arg(a + ib) = arctan (2).

Das heiBtt, dass 7(¢) und +/(¢) immer den konstanten Winkel arctan (%)
bilden.



A v(t) = Ortsvektor

7' (t) = Tangentvektor

Y

Fig. 1.9: Spirale aus Beispiel
Komplexwertige Funktionen einer komplexen Variablen

Wir betrachten jetzt Funktionen

[ Q—=C
z— w = f(2),

wobei () C C ein Gebiet in der komplexen z-Ebene ist. Wir schreiben auch
frx+ 1y — u+ v,
wobei nun v und v reellwertige Funktionen der reellen Variablen x und y sind:
u=u(z,y), v=uv(x,y).

Fiir v und v stehen die Begriffe der mehrdimensionalen Differentialrechnung zur
Verfiigung, wie “partielle Ableitungen”, “Funktionalmatrix”, usw.

Einige elementare Funktionen

1. Wir betrachten die Funktion f(z) := z + ¢ bzw. die Abbildung
T.: C—>C z+— z+c,
dabei ist ¢ € C beliebig, aber fest.

Geometrisch ist T, eine Translation um den komplexen Vektor c.
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2. Wir betrachten die homogene lineare Funktion f(z) := az, bzw. die Abbildung

S.:C—C, acC :=C\{0}
Z —> az.

Es ist |S,(2)| = |a| |z] und

arg S,(z) = arga + arg z.

S, ist eine Drehstreckung mit Zentrum 0 (sie multipliziert die Betrédge aller
Punkte z € C mit dem Faktor |a| und addiert arga zu ihren Argumenten):

z
Sa(z)
a
la| |2|
o |a
a "
O _—
Fig. 1.10
3. Wir betrachten die Funktion
[ CF—C
1
2w = —.
z

Wir betrachten die Bilder von Strahlen argz = «, a fest und von Kreisen
|z| =7, r > 0 fest. Es sei

Yt y(t) =t 0<t<oo, a€R

ein Strahl. Wir haben

e )<t < oo.

—_
~ | =

Wir sehen: f(7) ist ein aus dem Unendlichen auf 0 zulaufender Strahl. v und
f(7) liegen spiegelbildlich zur reellen Achse.
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Y

f()

Fig. 1.11: Der Strahl « und sein Bild unter f(z) = %

Es sei jetzt:
o t—ret 0<t<2rm

eine Kreislinie. Wir haben
e 0<t<2m.

Die Bildkurve ist ein Kreis mit Radius %, der im mathematischen negativen
Sinn, d.h. im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Fig. 1.12: Die Kreislinie o und Ihr Bild unter f(z) = 1.

. Wir betrachten f(z) = z?. Wir kénnen diesmal den Strahl v: ¢t — te'® bei
t := 0 beginnen lassen. Wir haben

FO):t s w(t) = (v(1))* = 2% 0 <t < oo

Das Bild ist wieder ein von 0 ausgehender Strahl. Sein Argument ist 2a. Das
f-Bild der Kreislinie ¢ — o(t) = re® ist gegeben durch

fo): t—s w(t) = (o) = r2 .

Es handelt sich um einen zweimal durchlaufenden Kreis mit Radius 2.
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5. Wir haben gesehen, dass, gegeben w € C*, es genau n verschiedene Losungen
zr der Gleichung 2" = w gibt. Diese n-ten Wurzeln der komplexen Zahl w
bilden ein regulires n-Eck auf einem Kreis mit Radius {/[w[. Ist w = |w]| e,
so sind diese z; gegeben durch

- 2
T \"/\w|el<¢+k—ﬂ) 0<k<n-1.
n

n

In anderen Worten: Die n-te Wurzel
wrz, (w) = {Z eC: "= w}, weC*

ist eine mehrdeutige Funktion, nur wrz,(0) := 0 ist eindeutig bestimmt.

Wir definieren den Hauptwert der n-ten Wurzel wie folgt:

pv\”/:(C_*—>S:{z€C*

w— y/ |w] iR

—E<Argz<z}
n n

(pv steht fiir principal value, Englisch fir “Hauptwert”).

Sei w eine positive reelle Zahl, so stimmt pv /w mit der n-ten Wurzel {/w aus
der reellen Analysis iiberein.

Beispiel 1.9.

w =1, n=2
02
i 29 =elit2") =%
1 =
. 1-2
Z2 = T+ 737) =1

eSS pv\% = Z21.

6. Wir kommen zu der (komplexen) Exponentialfunktion
exp: C—>C;, zr—w:=expz:= Hz
k=0

Eigenschaften

a) Die Exponentialfunktion erfiillt der Funktionalgleichung

exp(z+2') =expz-exp?, (2,2 €C).
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b) Wir schreiben auch e* anstelle von exp z.
c) Fiir reelle ¢ gilt die Eulersche Identitét
e = cos ¢ + isin ¢.
Daraus folgt insbesondere €™ = 1 und mit a) ergibt sich die Identitit
exp(z + 2mi) = exp z - exp(27mi) = exp z.
Daher ist die komplexe Exponentialfunktion periodisch mit rein ima-

gindren Periode 27i.

Es folgt, dass exp: C — C nicht global umkeheren liasst und exp ist durch
seine Werte auf einem horizontalen Streifen der Breite 27, zum Beispiel auf
dem Streifen —7 < Im z < 7, vollstiandig bestimmt.

Geometrische Beschreibung
Wir schreiben 2z = z + iy und erhalten
w ="t = %W,

Damit folgt

lw| = e® = e argw =Im(z).

Wir betrachten die horizontale Gerade durch iy
Yz +iy, —o0 <z <400,
wobei y fest ist. Wir haben

exp(7): > e" eV, —oo <z < 400,

das heifit: Die Gerade wird in den von 0 ausgehenden und ins Unendliche
laufenden Strahl mit Argument y iibergefiihrt .

exp exp(7)

¥ Y Z:$+Zy

Y
Y

14



Fig. 1.13
Betrachten wir nun die vertikale Gerade (Parallele zur y-Achse) durch z
YViyr— T +iy, —oo<y< oo,
wobei z fest ist. Wir haben

exp(J): yr—r e e —o0o <y < oo.

Es handelt sich um den Kreis mit Radius e* > 0, der unendlich oft durchlaufen
wird.

z=x -+

Y

exp(7)

Fig. 1.14

. Als néchsten betrachten wir den Logarithmus.

Im Reellen ist der natiirliche Logarithmus ¢n(a) einer Zahl a > 0 definiert als
die wohlbestimmte Losung der Gleichung e* = a.

Es sei nun eine komplexe Zahl w € C* gegeben, davon wir den Logarithmus
bestimmen wollen. Allerdings hat wegen der Periodizitéat der Exponentialfunk-
tion die Gleichung e* = w unendlich viele Lésungen. Der Logarithmus der
Zahl w € C* ist definiert als die unendliche Menge

logw:={2z€C|e*=w} CC.

Es sei w = |w|e™®. Wir miissen die Gleichung e = w auflésen, dies bedeutet
die Gleichung

e - e = |wl| e

nach z und y auflésen. Es ergibt sich
r =Injw|, ye€argw.

Damit haben wir
logw = {n|w| + i argw,

wobei hier [n der gewthnliche Logarithmus auf R bezeichnet und arg(w) eine
Menge ist.
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Ubung 1.10. Fiir beliebige w, w’ € C* gilt
log(w - w') = logw + log w'.

Wir definieren jetzt den Hauptwert des Logarithmus, welches wir mit Log
bezeichnen, also mit einen gréflen “L”. Es handelt sich um die Funktion

Log : C™* = C,
w— In|w| +iArgw,

wobei Arg wie oben definiert der Hauptwert des Argumentes bezeichnet.

Log ist injektiv und der eindeutig bestimmte Reprisentant von logw im
Streifen

S={z=zx+iy| —m<y<mn}
={ze€C| |Imz| <7}

der z-Ebene. Log ist die Umkehrfunktion de Einschrankung von exp auf den
genannten Streifen.

8. Wir betrachten schliefSlich noch die Potenz z — a®.

In der Analysis I wurde fiir reelle @ > 0 und beliebige ¢t € R die Potenz definiert
durch

(1.2) a' = et

Wir definieren fiir beliebige a € C™* (und nur fiir solche a!) und fiir z € C den
Hauptwert von a® durch

pva® = exp(z Loga).

Dieser stimmt fiir a > 0 und reelle z mit (I2)) iiberein; ferner gilt die Regel

pa*t =pua®-pua® (2,7 € C).

Ubung 1.11.

pvaf = a” fir k € Z

pvan =pvi/a firn e N,
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2 Analytische Funktionen

2.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit einer komplexen Funktion sind &hnlich den
entsprechenden Begriffen fiir reelle Funktionen.

Definition 2.1. Sei f: U\{z0} — C eine kompleze Funktion, wobei U eine Umge-
bung von zy ist.

Die Aussage lim f(z) = a ist wie folgt definiert:

Z—r20

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass falls 0 < |z — 2| < 0 gilt, | f(2) — a| < & folgt.

Vorsicht:

Falls f eine Funktion einer Variablen ist, muss * — xy nur entlang einer Linie
betrachtet werden.

Falls f eine Funktion mehrerer Variablen ist, kann z aus jeder beliebigen Richtung
gegen z streben.

Definition 2.2.

1. Eine Funktion f heifit stetig in zo, falls f(z9) definiert ist und
lim. ., f(2) = f(z0) gilt.

2. Die Funktion f heifit stetig auf dem Gebiet ), falls sie stetig in allen Punkten
2o € 2 ist.

Bemerkung 2.3.

1. Summe, Differenz und Produkt zweier stetiger Funktionen sind stetig.
2. Die Funktion f : C\{0} — C, z — 1 ist stetig.

3. Seien f: D — Cund g: D' — C zwei Funktionen. Wenn f(D) C D’ (d.h. der
Wertebereich von f im Definitionenbereich von g enthalten ist), so kann man
die zusammengesetzte (verkettete) Funktion

gof:D—C
2 g(f(2))
definieren. Die Komposition von stetigen Funktionen ist stetig.

4. Eine Funktion f: D — C, D C C, ist genau dann stetig, wenn sowohl der
Real- als auch der Imaginérteil stetig sind.
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2.2 Komplexe Ableitung

Sei ) C C ein Gebiet, zp € 2 und f: 2 — C eine Funktion. Insbesondere ist damit
fiir jedes zp € Q2 die Funktion f stets auch in einer Umgebung U C €2 von z, definiert.

Definition 2.4. Die Funktion f heifst differenzierbar im Punkt zo € €2, falls der

Grenzwert
lim M — lim f(z0+ Az) — f(20)

z2—20 Z— 2y Az—0 AZ

existiert. In diesem Fall bezeichnet man diesen Grenzwert mit f'(zo) oder 4L (z).

Bemerkung 2.5.
i) Auch hier darf z aus jeder beliebigen Richtung gegen zy streben.

ii) Stetigkeit ist eine Eigenschaft, die auch in einem Randpunkt definiert werden
kann, wihrend Differenzierbarkeit stets nur in einem inneren Punkt definiert
ist.

Beispiel 2.6.

1.| Sei f(z) = 2%. Dann ist
(2)

(20 + Az)% — 22

/ — 1
flzo) = fim) =1,
~ lim 2+ 220 Az + AZ2 — 2}
N Az—0 AZ

= Alizrilo (2z0 + Az) = 22.

Wie zu erwarten war, entspricht dies mit dem aus der reellen Analysis bekann-
ten Ergebnis. Im Allgemeinen ist die Situation aber nicht so einfach.

Sei f(z) = z. Dann ist

) f(zo0 + Az) — f(z0) ) 20 + Az — Z
lim = lim ——M—
Az 0 Az Az 0 Az
Ax +1iAy

= lim ————~.
Aro Az +1i Ay

Falls Az entlang der z-Achse gegen 0 strebt, haben wir Az = Az, sodass
Az

li — =1.
Airilo Az

Falls hingegen Az entlang der y-Achse gegen 0 strebt, folgt Az = —Az und daher
A
Ao Az

Daraus folgt, dass
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f(2) = Z nicht differenzierbar ist!

Die Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung entsprechen den Rechenregeln fiir die
reelle Ableitung.

a) Linearitit: Va,b e C
(af +b9)' =af' +bg

b) Produktregel:
(f9)'=rf'g+fg"

¢) Quotientenregel:

d) Kettenregel:

~~

w

= (1) = Lon 2

e) Umkehrregel:

d ,,. 4 ) = 1
A (E))
Bemerkung 2.7. f differenzierbar in zo = f stetig in zy.
Beweis.
tmy (795G = iy T o)
= ZILIILIO _f(zz : iO(ZO) ’ zh_>Hzlo(Z —2) = f'(2)-0=0.

2.3 Analytische Funktionen

Definition 2.8. Es sei Q C C ein Gebiet. Die Funktion f: Q — C heif$t (komplex)
analytisch oder auch holomorph auf ), falls f in jedem Punkt z € ) differen-
zierbar ist und die Ableitung f': Q — C stetig ist.

(Nach einem berihmten Satz von E. Goursat ist f' von selbst stetig. Wir machen
es uns hier einfacher und nehmen die Stetigkeit von f' in die Definition auf).

Wir sagen, dass f analytisch in zq ist, wenn f analytisch in einer Umgebung U
von zp ist. Eine Funktion, die auf ganz C analytisch ist, heifit ganz-analytische
oder auch ganze Funktion.

Beispiel 2.9. Polynome, Rationale Funktionen.
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e Die Potenzen 1, z,2%,...,2", wobei n € N, sind ganze Funktionen.

e Entsprechend sind Polynome der Form

f(z)=cot+cztecg 22+ 4 cp 2",

wobei ¢, ¢y, ...,¢, € C, ganze Funktionen. Der Quotient zweier Polynome
g(z) und h(z)
_9(2)
f(Z) - h(Z)

ist analytisch aufler in solchen Punkten, in denen h(z) = 0.

Andere analytische Funktionen sind in den folgenden Beispielen zu finden.

2.4 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Wir wollen nun untersuchen, was sich iiber Real- und Imaginérteil einer analytischen
Funktion f: €2 — C aussagen lidsst. Es geht also um die Zerlegung

flz+iy) = u(z,y) +iv(e,y) (z+y ).
Satz 2.10. (C'R Differentialgleichungen)

i) Sei f = w + v analytisch im Gebiet Q2. Dann haben u,v: Q — R stetige
partielle Ableitungen nach x und nach y, und diese partiellen Ableitungen sind
miteinander verbunden durch die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

(CR) ua(,y) = vy (T, y);  uy(w,y) = —va(w,y) w+iy €€

Ferner gelten die Formeln
(2.1) [f=us+ivy = fo, f=v,—iu,=—if,

ii) Haben die beiden Funktionen u,v: Q@ — R stetige partielle Ableitungen nach x
und nach y, und erfillen sie die CR-Differentialgleichungen (CRl), so ist die
komplexe Funktion

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)
auf 0 analytisch und es gelten die Formeln (2.1).
Bemerkung 2.11.

a) Die komplexwertige Funktion f = u + iv hat natiirlich auch komplexwertige
partielle Ableitungen nach z und nach y; dabei ist f, = u,+1v,. Die Gleichun-
gen in (1) driicken aus, wie f,, f, mit der komplexen Ableitung f” verbunden
sind.
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b) Die CR-Differentialgleichungen sind notwendig und hinreichend Bedingun-
gen dafiir, dass f analytisch ist.

Beweis von Satz[210.

i) Da f differenzierbar in z ist, haben wir

(2.2) £(2) = lim f(z+Az) = f(2)

Az—0 Az ’

wobei das Inkrement Az aus allen Richtungen gegen 0 geht.

Wir schreiben Az = Az + i Ay. Dann ist z + Az = (x + Az) + i(y + Ay). Wir
formulieren den Limes ([2.2]) wie folgt:

fl(z) =

(2.3) ) (u(m + Az, y + Ay) + wv(x + Az, y + Ay)) — (u(m, y) + v(x, y))
lim - )
Az—0 Az +1i Ay

e Zuerst wihlen wir in (23) Az = Az (also Ay = 0).

Yy
Azx —= 0
° °
z z+ Az
> T
0
Fig. 2.1
Wir erhalten
/ BT (u(x—l—Ax,y) —U(I,y) . U(m—l—Ax,y) —U(I,y)
f2) = Alglgrgo Az o Ax

= Uy (2,y) + i v (2, y).

e Danach wéhlen wir in (2.3) Az =i Ay (also Az = 0).
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A 2+ 1Ay

Y

Fig. 2.2

Nun erhalten wir

o u(z,y + Ay) —u(z,y) | v(r,y+ Ay) —v(z,y)
f2) = AILIEO i Ay * Ay

= —Uy + vy.
Da nach Voraussetzung f’(z) existiert, erhalten wir

ux(zv,y) + ivx(zay) = —z'uy(:)s,y) + 'Uy(l’,y).

Damit eine solche Gleichung gilt, miissen die Real- und Imaginérteile der zwei kom-
plexen Zahlen jeweils gleich sein. Daraus folgt

{ Uz (2,y) = vy(z, y)

Ux(za y) = —Uy(l’, y)

fiir jeden Punkt (z,y), in dem f differenzierbar ist.

ii) Wir betrachten einen festen Punkt z = x + iy € 2. Wir brauchen ein bisschen
Analysis in mehreren Variablen.

Fiir w,v gilt (man beachte, dass u, v reelle Funktionen von reellen Variablen x
und y sind):

= u:c(xay) A:l?+uy(x,y) Ay+01(Aa?, Ay)

Av:=v(z + Az, y + Ay) —v(z,y) =
= u,(z,y) Az + vy(z,y) Ay + 02(Az, Ay)

wobei fiir die Funktionen o; folgt
1j op (Aflf, Ay)
im
V@rEr@agr-o \/(Ax)? + (Ay)?

22
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Weiterhin gilt (wir schreiben abkiirzend w, := wu,(z,y), und entsprechend fiir die
anderen Funktionen)

Af Autido
Az Az
U AT 4 uy Ay +i(v, Az + vy Ay) N o1(Az, Ay) + i 0a(Ax, Ay)
Az Az '
Mithilfe von den (CRI) ergibt sich
_ Ua(Ar 4+ i Ay) +ivg (A + 1 Ay) N o1(Az, Ay) + i 0a(Ax, Ay)
Az Az

(. J/ (.

=[1] =2]

Damit erhalten wir schlieSlich

im 5L — i (] + [2))

Az50 Az Az—0

J/

Az, A oo (Ax, A
:Ux‘l"l'l}x“‘Ahm 01( xz, y)+@02( xz, y) |AZ|

20 |Az| - Az
=u, +1v, +0.
Somit ist f differenzierbar und f'(z) = u, + i v,.

Korollar 2.12. Die Ableitung einer holomorphen Funktion f kann maittels der par-
tiellen Ableitungen ihres Real- und Imagindrteils nach x und y ausgedriickt werden:

f'(2) =uz +iv,
= Uy — 1 Uy.
Beispiel 2.13.
f(2z) = Z ist nicht differenzierbar.
Die CR-Gleichungen sind nicht erfiillt:

fz) =z —iy, alsou(r,y) ==, v(r,y)=—y
Damit folgt u, =1 # —1 = v,.

)=z =2-z=2%+¢%

In diesem Fall ist u(z,y) = 2° + y*> und v = 0. Daraus folgt dass die CR-
Differentialgleichungen nur im Ursprung erfiillt sind und die Ableitung von f
nur im Ursprung existiert. Deswegen ist f nur im Ursprung differenzierbar.

Vorsicht:

Dennoch ist f(z) = |z|*> keine analytische Funktion im Ursprung,
denn eine Funktion heif3it analytisch in z,, falls sie in einer ganzen
Umgebung von 2z, analytisch ist.
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f(z) = e* = e*(cosx + isiny).
In diesem Fall ist u(z,y) = e cosy, v(x,y) = €*siny. Wir haben

U, = e€* cosy u, = —e"siny

v, = esiny v, = e’ cosy

—> die C'R-Differentialgleichungen sind erfiillt und

f'(2) =uz +iv, =€ cosy +ie”siny = e, Vz e C.

Der Hauptwert des Logarithmus ist analytisch auf C™*. Es geht also um die
Funktion
Logz :=/{n|z| +iArgz ze€C™

Wir iiberpriifen (CRI) und wir beschrinken uns dabei auf die Halbebene z > 0.
Dort ist

1
u(z,y) = ln/a? +y? = 5 in(z* + y?)

v(z,y) = arctan (g)
x

Eine kurze Rechnung fiihrt zu folgenden Ergebniss:

z Y

Uy = Vy = —5——— , = —X7.
Y «T2+y2 «T2+y2

Up = —Uy =

Da diese partiellen Ableitungen in dem betrachteten Bereich stetig sind, ist
Log eine analytische Funktion. Ferner haben wir:

/ . . . T — 'ly _ 1 —%
LOg(Z)—U;E‘i‘Z'U;E—W—; VZEC .
Bemerkung 2.14. Log z ist die Umkehrfunktion der Einschrankung exp |s,
wobei S den Streifen |Im z| < 7 bezeichnet und es gilt (e*) = e fiir alle z

ungleich 0.

Damit haben wir fiir alle w € C*

L 1 1 1
(0] w = = = —
8 exp’(logw) explogw w

wie Zuvor.
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Die Funktionen

cosz = (e”+e™%), sinz= % (e —e ™)

sind analytisch. (Ubung !) Sie heifen komplexe trigonometrische Funk-
tionen.

Die Funktionen
1 _ . 1 -
coshz:§(ez+e ), s1nh:§(ez—e )

sind analytisch. (Ubung !) Sie heifien komplexe hyperbolische Funktio-
nen.

pvi/- =: g ist die Umkehrfunktion der Funktion f(z) = 2" eingeschriankt auf
den Sektor - -
S:{ZGC*: ——<Argz<—}.
n n

f ist differenzierbar, und f’(z) = nz""! # 0 auf S. Deshalb ist g auf C~*
analytisch, und es folgt

o) — L 1 _ o g(w)
)= 5@ = nlatw) " ne(w)
:%.g(w):%-pvﬁ.

Satz 2.15. (Anwendung der CR-Differentialgleichungen)

Sei f analytisch auf einem Gebiet 2 C C und sei k eine Konstante. Fall es gilt
|f(2)| =k fir alle z € Q, dann ist f konstant.

Es ist klar, dass die Aussage falsch ist, wenn f eine komplexwertige Funktion
von reellen Variablen ist. Um den Satz zu beweisen, fangen wir mit dem folgenden
Lemma an:

Die Aussage des Lemmas ist sehr einfach, und sein Beweis demonstriert eine
wichtige Idee in der komplexen Analysis: Wenn moglich betrachten wir ein Problem
nicht auf der komplexen Ebene (oder einem Teilgebiet), sondern entlang Kurven
in der komplexen Ebene. Der Vorteil ist, dass wir ein Problem in einer Dimension
(einer reellen Variablen) erhalten.

Lemma 2.16. Sei f: Q — C eine analytische Funktion mit f'(z) = 0 auf Q. Dann
ist f auf 2 konstant.
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Beweis. Seien zy # z; zwei beliebige Punkte aus 2. Wir mochten beweisen, dass
f(z0) = f(z1). Sei v : [0,1] — C eine Kurve, die 2y und z; verbindet, sodass die
Komposition f o~y : [0,1] — C eine Kurve ist, die die Punkte f(z) und f(z)
verbindet.

A

.A/\ 2 =7(1) /\/ f(=1)

2o = 7(0)

Fig. 2.3

Nach der Kettenregel ist der Tangentenvektor an die Kurve f oy gegeben durch
(f o)) = f'(v(t)) ¥ (t). Nach unserer Annahme ist f/(y(t)) = 0, sodass (f o
v)'(t) = 0. Daraus folgt, dass der Real- und der Imaginérteil von f o~ konstant
sind. Damit sind aber auch f o~ und schlieBllich f konstant. 0J

Beweis des Satzes [2Z18: Da |f(z)| = k, haben wir k* = |f(2)]* = u? + v?. Wenn
k = 0, dann ist f = 0. Nun nehmen wir an, dass k # 0. Wir leiten partiell nach x
ab:

0 = 2uu, + 2vv, @ 2uty, — 2vu,

Analog, wir leiten partiell nach y ab:

0 = 2uu, + 2vv, B 2uuy + 20U,.

Daraus folgt:

Uy — VUy = 0
(2.4)

utly + vu, = 0.

(i) Wir multiplizieren die erste Gleichung in (2.4]) mit v und die zweite Gleichung
mit v, und wir erhalten

u?uy — uvu, =0
uvuy + viu, = 0.

Die Summe dieser zwei Gleichungen ist dann 0 = u2u, + v?u, = (u? + v?)u,.
Da u? + v? = k? # 0 angenommen wurde, muss 1, = 0 sein.
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(ii) Andererseits konnen wir die erste Gleichung in (2.4]) mit —v und die zweite

Gleichung mit v multiplizieren und die Summe der zwei Gleichungen wie oben
bilden. Wir erhalten diesmal

J— 2 =
{ oty oy =0 0 = (u? + v*)u, = k?u,

uu, + uvu, =0
= u, =0.

Nach den CR-Gleichungen gilt damit auch v, = v, = 0. Daraus ldss sich folgern,
dass f' = u, +iv, = 0, und Lemma 2.10 liefert schliefllich die Behauptung. U

Ubung 2.17.

e Beweisen Sie, dass die CR-Differentialgleichungen in Polarkoordinaten lauten

_ 1 _ 1
Uy = ;'Ug, 'UT»——;UQ.

e Beweisen Sie, dass die CR-Differentialgleichungen genau dann erfiillt sind,

wenn % = 0. Letzteres ist dquivalent zu der Gleichung f, +if, = 0.

Ubung 2.18.

1.

Bestimmen Sie den Hauptwert des Argumentes der Zahlen z; = 1 — i, 2 =
(1—4)% 23 =—5—1i.

. Bestimmen Sie die folgenden n-ten Wurzeln: /3 + 44, v/—4, v/1 — 1.

Bestimmen Sie die vier komplexen Losungen der Gleichung
A (1442 +i=0.
Bestimmen Sie die Menge:
i) {ze@:k+1—2ﬂ§iﬁ
i) {z€C: |z+1i|>|z—1i|};

ii) &6@:—%<k—1+%<ﬂ}

Bestimmen Sie die Real- und Imaginérteile der folgenden Funktionen:
i) f(z) =522 —122+4 3+ 2i;

z—l.
z+1"

Beweisen Sie, dass f(z) = Re z = x nirgends differenzierbar ist.
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7. Welche der folgenden Funktionen sind analytisch?

i) f(2) =27
i) f(z)=e"cosy—ie “siny;
iii)  f(2) = Rez? —ilm 2?%;
iv) f(z)=Argz

Lésungen einiger Ubungen

Ubung 2.18:
1 oz =1—i.
Wir haben

r=v1+1=1+2,

arg z; = arctan(—1) + 2km = —% +2kw, keZ.

Laut Definition ist —m < Arg z; < 7.

Damit: T
Argz; = 7

2y = (1 _ 'i)20 _ (\/5)20 ei(—§+2k7r)20
_ 910 ,—i(5m+40kn)

— 210 e—z7r+2k7r

= Argz, =7 (entspricht k = 1).

23:—5—i

7“3:\/25+ :\/%

J
arg zs = arctan (é) + 2k
= 01+ 2k / 1 }

Y

Ut =

1
= Arg z3 = arctan (5)
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2. 21:\3/3+4i

Wir schreiben w; = 3 + 47 in der Polardarstellung um,
r=v9+16 =05, argw; = arctan ( ) + 2k,
Wir kénnen schreiben: w; = 5e¢!*%" 3 Daher folgt
zf — /B efsareten st L 01,2
\73 621 arctan
— 3 5 6i(%arctan%+2§)
Z% — \3/3 ei(%arctan%—i—%) )
29 = Y —4
Mit der Darstellung —4 = 4e'™ erhalten wir unmittelbar
~ Vil E) k=012,
D=2, 2= \/_64, = Qei%,zg’:\/iei(

3. 24+ (1+0)22+i=0.

S

).

Wir substituieren w = 22, und erhalten somit die Gleichung
w4+ (1+i)w+1=0.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind

~A+)E/AFT -4 (1) /T 20+ 2

2 N 2

—(1+i)+(1—-i) —-1—i+1—1 .
— wy, = = = —3 =€ "2

2 2

P |
oo D —(=i) _ cl—iml4i

2 2
Jetzt miissen wir noch /w; und /w, berechnen. Wir erhalten

T 2kmi

:e_T 77 ]{j:(],l

im | 2kmi
=e 272 | k=0,1.

Insgesamt finden wir also die vier Losungen

s} 3mi i s

Z1=€ %, zg=e€e%, z3=¢€ 2, zg=e€2.
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—2 =23 folgt

Bemerkung 2.19. Man beachte: Fiir (1 — i)?

5 k=01

VA== VB

kEk=20: \/56_%:1—1’
k=1:V2e 5+ = _1+4i.

In der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen geniigt es also, eine dieser beiden

Wurzeln einzusetzen, die andere wird automatisch durch das £ beriicksichtigt. Im
2
= z°.

hintergrund ist, wie im Reellen, die Beobachtung (—z)?

4.1) |z +1i| > |z —1.

Mit z = x + iy folgt
|z +il =]z +ily+ 1] = vVa*+ (y+ 1)

lz =il =|z+i(ly —1)| =22+ (y—1)2

Daraus folgt
|z 4| > |z — i — >+ (y+1)2>22+(y—1)?
= (y+12>@w—-1)?% <= ¥»+2y+1>9y>-2y+1
— y>0.
A
7
Fig. 2.4
z—1

5.1) f(2) = .
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7.49)

ii)

iii)

Mit z = x + iy erhalten wir

) = T+ 1y  (z+y)(r+1-1y)
(x+1)+1iy (x+1)2+y2
x4+ 1) —iyr+iy(z+1) +y°
(x+1)2 442
a4+ 1)+ iy
(z+1)2+y*  (v+1)2+92
z(r+1) +y?
= X~ 7 I I =
Ref (x+1)2+y2’ m f (x+1)2 492

Fiir jedes z = x + iy, f(z) = x erfiillt nicht die CR-Differentialgleichungen.
f(z) =1izz %:z’z:0<:>,z:0
= f ist nicht analytisch.

Alternativ: Es gilt f(z) = 4|2]?, und |z|*> wurde schon in Beispiel 2.13] betrach-
tet.

foe=—e"cosy+ie Fsiny
fy =—eTsiny —ie *cosy
fotify=—e"cosy+ie siny—ie “siny+e “cosy=0

— f ist analytisch!

f(z) =Rez? —ilm 22
2?2 = (xv +1iy)? = 2% + 2zyi — y?

Rez? =22 —y? Im2? = 2zy.

Wir erhalten somit

u=212>—1y% v=—2uay,
und es folgt weiterhin

uy = 27, Uy = =2y,

Uy = =2y, v, = —2.

Die CR-Differentialgleichungen sind daher aufler im Ursprung nirgends erfiillt,
somit ist f nicht analytisch.
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2.5 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator auf R? ist der Differentialoperator

02 02
o2 " o

Sei 2 C R? eine offene Teilmenge. Eine C’Z-Funktionlg u: € — R heifft harmonisch,
wenn sie die Laplace-Gleichung Au = 0 erfiillt.

Sei nun f: 2 — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Menge 2 C C. Wir
stellen Q) wieder als Teilmenge von R? dar und bezeichnen Real- und Imaginirteil
von f mit

u:= Re f, v:=Im f.
Diese sind reellwertige C'-Funktionendauf 2, die die C'R-Gleichungen erfiillen:
Uy = Uy, Uy = —Uy.

Sind die Funktionen u, v: 2 — R zweimal stetig differenzierbar (wie wir spéter sehen
werden ist diese Bedingung immer erfiillt), so gilt

se= g () 3 ()

o (v 0 (0
5 (&)~ G2) =0

Hier folgt die zweite Gleichung aus (CR]) und die dritte aus der Tatsache, dass
die zweiten Ableitungen kommutieren (der Satz von H.A. Schwarz). Analog folgt
Av = 0.

Also sind » und v harmonische Funktionen. Erfiillen zwei harmonische Funktio-
nen die CR-Gleichungen, so nennen wir v zu v harmonisch konjugiert.

Bemerkung 2.20. Die Laplace-Gleichung ist eine der wichtigsten partiellen Diffe-
rentialgleichungen in der Physik. Sie kommt u.a. in der Gravitation, in der Elektro-
statik und in der Warmediffusion vor.

Beispiel 2.21. Wie konnen wir eine harmonische konjugierte Funktion mithilfe von
der CR-Gleichungen finden?

Weisen Sie nach, dass v = 2? — y*> — y harmonisch in C ist und finden Sie eine
zu u harmonische konjugierte Funktion v.

Losung

2Eine Funktion f is C? in ihrem Definitionsbereich, falls sie stetige erste und zweite Ableitungen
nach x und y besitzt

3Eine Funktion f is C! in ihrem Definitionsbereich, falls sie stetige erste Ableitungen nach
und y besitzt
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e Wir haben
U, = 22, Ugy = 2
Uy = =2y — 1, uy, = —2.

Damit ist Au=2—-2=0.

e Eine zu u konjugierte Funktion v muss wegen der CR-Gleichungen erfiillen:

vy = Uy = 20 und v, = —u, =2y + 1.
Wir integrieren die erste Gleichung nach y

v(z,y) = /2:6 dy + h(x) = 2zy + h(x).
Wir leiten dieses Ergebnis nach x ab und erhalten
vy = 2y + I ().
Aber v, muss gleich —u,, sein, was die Gleichung
20+ h(x)=2y+1

liefert. Dies ergibt
W(x)=1= h(z)=x+c.
Insgesamt erhalten wir somit v(z,y) = 2zy + = + ¢ fiir beliebiges ¢ € R.
Diese Funktion v ist die allgemeine harmonisch Konjugierte zu der gegebenen

Funktion u. Die zugehorige analytische Funktion ist

f)=ut+iv=(2>-y*—y) +i(2zy +z +c)
= 2? +iz +ic.

Insbesondere konnen wir ablesen, dass f bis auf eine rein imaginére Konstante ein-
deutig bestimmt ist.

Frage:

Gegeben sei eine “geniigend glatte”, sagen wir zweimal stetig partiell ableitbare
Funktion v : D — R, D C R? offen. Kann man stets eine analytische Funktion
f D — C mit Realteil u finden?

Satz 2.22. Sei D C C ein offenes achsenparalleles Rechteck und u : D — R eine
harmonische Funktion. Dann ezistiert eine analytische Funktion f : D — C mit
Realteil u.
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(Dieser Satz gilt im Allgemeinen fiir “einfach zusammenhéngende” Gebiete D C

C).

Beweis von Satz[2.22: Sei D = (a,b) x (¢,d), mit a < b, ¢ < d.

Wir fixieren zwei Punkte zo € (a,b), yo € (¢, d). Unser Ziel ist es, eine Funktion
v derart zu konstruieren, dass u und v die CR-Gleichungen erfiillen. In Hinsicht auf
die Gleichung 0, u = 0, v definieren wir daher fiir = € (a, b):

v(z,y) = /y Oy u(z,t) dt + h(z).

Die (differenzierbare) Funktion A muss noch bestimmt werden.
Dieses Integral ist als Funktion von z differenzierbar, und wir finden

v(z,y) / u(x, t) dt + h'(z)

/ u(x, t)dt + h'(z)
— 0, ule, o) — 0, ulz,y) + 1 ().
Um auch die Gleichung 0, v = —9,u zu erfiillen, miissen wir wéhlen
b (z) = =0, u(z, yo).

Damit erhalten wir

Y T
v(z,y) = / Op u(z,t) dt — / Oy u(t,yo) dt
Yo xo

Die Funktion f = u + iv leistet das Gewtinschte. O

Vorsicht: Die Funktion
u(z,y) = ln/22 + y?

ist harmonisch in R?\{(0,0)} = C*.
Aber: es gibt keine analytische Funktion f: C* — C mit

Re f = ny/2? 4+ y? = (n|z|.

Ubung 2.23. Bestimmen Sie die Parameter a € R, sodass die durch
uo(r,y) =2’ +axy®,  (z,y) €R?,

definierte Funktion harmonisch ist. Bestimmen Sie ferner fiir diese Parameter a auch
alle zu u, harmonisch konjugierten Funktionen, bzw. alle analytischen Funktionen
f: C — C mit Re f = u,.
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3 Die Integralformel von Cauchy

3.1 Kurvenintegrale

Wir beginnen mit einigen topologischen Begriffen.

Der Zusammenhangsbegriff

Sei 2 C C eine offene Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen édquivalent:

a) 2 ist zusammenhéngend: Sind U, V' C Q offene Teilmengen, sodass Q@ = U UV
und U NV = gelten, dann ist U = () oder V = 0.

b) € ist weg-zusammenhéngend: Fiir je zwei Punkte zg, 2; € €2 gibt es eine stetige
Abbildung v: [0, 1] — € mit y(0) = 2o und v(1) = 2.

c) Fiir je zwei Punkte zg, 21 € §2 gibt es eine glatte (das heifit C'*°) Abbildung
v:[0,1] = Q mit v(0) = 2o, und (1) = 2.

Definition 3.1. Sei Q C C offen. Seien o, 71: [0, 1] — Q glatte Kurven mit

70(0) =71(0) =: 2o
Yo(1) =n(l) = =

Y0, 71 heiffen homotop (mit festen Endpunkten), wenn es eine C*°-Abbildung ®: [0, 1] x
[0,1] — Q gibt, sodass fir alle X\,t € [0, 1] folgendes gilt:

B(N,0) =2, DN 1) =2, B(0,£) =0(t), B(L,t)=n(t).

Wir schreiben auch y\(t) := ®(\,t) und nennen ® oder die Kurvenschar {yx}o<i<1
eine Homotopie von vy nach ;.

Definition 3.2. Sei 2 C C eine offene Menge. 2 heifst einfach zusammenhdngend,
falls Q0 zusammenhdngend ist und jede geschlossene Kurve ist in ) homotop zur

konstanten Kurve (wir sagen, dass die Kurve zu einem Punkt zusammenziehbar
ist).

Bemerkung 3.3. Eine andere Charakterisierung von einfach zusammenhéngender
Mengen €2 C C ist oft niitzlich.

Sei v: [0,1] — Q eine C' geschlossene Kurve, ohne Selbstschnitte; d.h. y(s) #
~(t) fiir alle 0 < s <t < 1.

Nach dem “Jordanschen Kurvensatz” berandet 7 ein beschrénktes Gebiet €2, C C.
Die Relation 2, C 2 gilt nun fiir alle derartigen Kurven genau dann, wenn €2 einfach
zusammenhéngend ist.
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Beispiel 3.4.

i) B((0,0),1) ist einfach zusammenhéngend.
ii) B((0,0),2)\B((0,0),1) ist nicht einfach zusammenhéngend.

iii) Eine konvexe Teilmenge 2 C C ist einfach zusammenhéngend. Seien 1,7,
zwei glatte Kurven mit denselben Endpunkten. Eine explizite Formel fiir eine
glatte Homotopie ist

Y(t) == (1 = A) y0(t) + An(t).
Insbesondere ist jede glatte geschlossene Kurve in € zusammenhéngend.

Definition 3.5. Sei Q C C eine offene Teilmenge, f: 2 — C eine stetige Funktion,
und 7: [a,b] — Q eine C'-Kurve auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C R.
Das Integral von f diber ~v ist definiert durch

(3.1) [tz = [ r6@)

Die rechte Seite der Gleichung (B.1]) ist zu verstehen als das Riemann-Integral
einer stetigen komplexwertigen Funktion {iber dem Intervall [a, b].

Der Wert des Integrals ist eine komplexe Zahl, deren Realteil das Integral der
reellwertigen Funktion t — Re(f (v(¢)) ¥(t)) ist und deren Imaginérteil das Integral
der Funktion ¢ — Im(f(y(¢))7(¢)) ist.

Eigenschaften des Kurvenintegrals

1. Linearitat: Fiir alle a, 5 € C und beliebige stetige Funktionen f und ¢ gilt
/ (af(z) + ﬁg(z))dz = a/f(z)dz + 5/g(z)dz.
v 8! 2!

2. fy f(z)dz = — f_y f(2)dz, wobei —y die in umgekehrter Richtung durchlau-
fende Kurve ist.

3. Ist |f(2)] < M in allen Punkten z € ~, so gilt

[y F(2)dz

wobei L(7) := fab |7/(t)|dt die Lénge der Kurve + ist.

< L(y) M,
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4. Sei v eine Kette von Kurven, das heifit, eine Konkatenation (Verkettung) von
Kurven ~;, sodass der Endpunkt einer Kurve der Anfangspunkt einer anderen
Kurve ist.

Y4
71 - 3

Fig. 3.1

Wir schreiben dann auch v = Y7 | 7;, und sagen, dass v eine stickweise glatte
Kurve ist . Wir definieren

Lf(z)dz = ; /%f(z)dz.

Beispiel 3.6.

Wir mochten f(z) = Rez = x von 0 bis 1 + 2¢ entlang zwei verschiedenen
Kurven integrieren:

7: [0,1] = C Yo ="+
t— t+ 2it 73: [0,1] = C
t——t+10
73: [0,1] = C
t—— 14 2t
P=1+2
D
§a!
o
v
Fig. 3.2
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/ f(z)dz = /01 f(t 4+ 2it) - (14 24)dt

1 2 11 .

t 142

:/ t(l+2i)dt =(1+2i) = | = el

0 2, 2
1 21

t 1
f(z)dz:/t ldt=—| ==
V3 0 2]y 2

1
= 2i.
0

1
f(z)dz ::/ 1-2idt = 2it
2 0

Y2

Insgesamt erhalten wir

142 1 :
/Mf(z)dt: 5 A2f(z)d225+2z.

Das Integral hingt von der Kurve ab!

Wir berechnen das Integral

/ Z"dz, n €,
y=0D,

wobei v = 0D, : t — z := re', 0 < t < 27 den in mathematisch positiver
Richtung durchlaufenden Randkreis von der Kreisscheibe D, = B((0,0),r),
r > 0, bezeichnet. Es ist 4(t) = rie. Dann ergibt sich:

2m
/z"dz = / r"e™riedt
¥ 0
2
_ ,i,,,,n-l-l/ €Z(n+1)tdt.
0

Weiterhin finden wir

2T
2 / dt =27, n=-—1
/ 6i(n+l)tdt — 0
0

1 2

=0 -1
i(n+1) 0 , N7 ’

i(n+1)t

und erhalten damit schliefilich

1
/z":(), n# —1, /—dz:Qm'.
o v <

Insbesondere ist das Ergebnis unabhéngig von 7.
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Definition 3.7. Die (mathematische) positive Orientierung einer (geschlossenen)
Kurve entspricht dem Gegenuhrzeigersinn. Grob gesprochen bedeutet dies, dass das
von der Kurve umschlossene Gebiet “links von ihr liegt.”

negativ

Fig. 3.3

Fulls nicht explizit angegeben, nehmen wir im Folgenden stets die positive Orientie-
rung.

3.2 Der Satz von Cauchy

Wir mochten Situationen bestimmen, in denen Kurvenintegral einer stetigen Funk-
tion nur von den Anfangspunkten und Endpunkten der Kurve abhéngt, aber un-
abhéngig vom dazwischen durchlaufenen Weg ist.

Satz 3.8. Sei ) ein beliebiges Gebiet und f: 0 — C eine stetige Funktion. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent.

i) fﬁ/ f(z)dz =0 fir jede geschlossene Kurve «y: [a,b] — €.

ii) f besitzt eine analytische Stammfunktion F': Q — C (d.h. eine Funktion, so-
dass F' = f auf Q) und wir konnen das Integral f,y f(2)dz mittels der Stamm-

funktion ausdricken:

~—_

_ L A=1(a),
Lf(z)dz_F(B) F(a), mit
wobei v eine beliebige Kurve in Q und B (bzw. A) der Endpunkt (bzw. der
Anfangspunkt) von ~y ist.

Beweis. ii) = 1)

Falls v eine geschlossene Kurve ist, ist der Endpunkt gleich dem Anfangspunkt.
Daraus folgt [ f(z)dz = F(A) — F(A) = 0.
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P = ii)
Sei A € Q ein beliebiger, aber fester Punkt und sei z € € ein beliebiger Punkt.

Da ) zusammenhéngend ist, gibt es immer eine ganz in 2 verlaufende Kurve v mit
Anfangspunkt A und Endpunkt z. Wir setzen

F(z) = / F(w)duw

Fig. 3.4

und priifen nach, dass die Funktion F' wohldefiniert ist.

Sei 7y, eine zweite Kurve von A nach z. Dann folgt aus der Voraussetzung i)
0= / f(z)dz = /f(z)dz + / f(2)dz
Y+ (=11) ¥ -7

_ A F(2)dz — [y REE

Das zeigt, dass F' Abbildung Fig. 3.4 in der Tat wohldefiniert ist, d.h. ihre Definition
unabhéngig von der konkreten Wahl einer Kurve ~, ist. Wir verzichten an dieser
Stelle auf den Nachweis, dass diese Funktion F analytisch und dass es ' = f
gilt, (prinzipiell folgt man dabei einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung aus der reellen Analysis). O

Die eigentliche Frage nun lautet: Wann gilt eine dieser Aussagen?

Das ist der Inhalt des Integralsatzes von Cauchy, eines der zentralen Ergenis-
se der komplexen Analysis. In der Tat werden alle weiteren Resultate der komplexen
Analysis, die in diesem Kurs behandelt werden, Folgerungen daraus sein.

Satz 3.9. (Satz von Cauchy fir einfach zusammenhdngende Gebiete)

Sei f: Q — C eine analytische Funktion auf einem einfach zusammenhdngenden
Gebiet. Fiir jede geschlossene Kurve v in € folgt dass fﬁ/ f(z)dz = 0.

Die Grundidee in ist, dass das Kurvenintegral einer holomorphen Funktion
iiber v invariant unter Homotopie ist und jede geschlossene Kurve ist homotop zu
einem Punkt.

Beispiel 3.10.

Sei f eine ganze Funktion (z.B. f(2) = 2™, n > 0, f(z) = sinz, f(z) = €*).
Dann ist f,y f(2)dz = 0 fiir jede geschlossene Kurve ~.
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Sei f(z) = =. Dasinz = 0 fiir z = 7k, z € Z, ist f nicht ganz.

sinz’

Falls « eine geschlossene Kurve in C ist, die keine Nullstellen von sin z in
ihrem Inneren enthilt (und natiirlich auch die Kurve selbst durch keine der
Nullstellen verlduft), erhalten wir f,y f(z)dz=0.

fﬁ/ zdz, wobei v = D = Einheitskreis.

Die Funktion ist nicht analytisch = wir konnen den Satz von Cauchy nicht
anwenden. Mit der Parameterdarstellung () = %, t € [0, 27| von 9D, erhal-

ten wir )
/Edz = / e e dt = 2mi.
0 0

Das heifit also: Fiir nicht-analytische Funktionen ist der Satz von Cauchy nicht
nur nicht anwendbar, sondern auch die Aussage ist im allgemeinen auch falsch.

=

f(z) = £ ist auch nicht analytisch. Sei v = 9D, dann haben wir

1 2T ) ) 2T )
/ —dz = / ettiedt =i / et dt
0 0 0

2w

N

(Die Funktion t — ¢ ist 2m-periodisch). Dieses Beispiel zeigt: Auch fiir
nicht-analytische Funktionen kann das Kurvenintegral trotzdem den Wert 0
ergeben.

Sei f =1 auf O = C\{0}. Die Funktion f ist zwar analytisch auf €2, dieses
Gebiet ist aber nicht einfach zusammenhéngend. Falls v = 0D = 0B(0,1)
(mit positiven Orientierung), dann gilt

d 2w ] )
/ & _ / e Yiettdt = 2.
vy * 0

Das Problem hier ist, dass es Punkte im Inneren der Kurve gibt, in denen f
nicht analytisch (nicht definiert) ist.

Wir werden spéter sehen, was wir sagen konnen, falls das Gebiet 2 nicht
einfach zusammenhéngend ist.

Korollar 3.11. Sei f: Q — C eine analytische Funktion auf einem einfachen zu-
sammenhdngenden Gebiet (). Dann ist das Integral von f unabhdngig von der Kurve;
d.h. seien v1,7v2 zwei Kurven von p nach q, wobei p,q € ). Dann ist

[{1 f(z)dz = /72 f(2)dz.

Beweis. Identisch zum Teil i) = ii) des Beweises von Satz 3.8 O
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Anwendungen des Satzes von Cauchy
Ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Der Fundamentalsatz der Algebra sagt aus, dass jedes nicht-konstante Polynom

p(2) = a2+ an_12"" . .. ag, a; € C,a, # 0 mindestens eine Nullstelle in C besitzt.

Wenn p, beispielsweise, die Nullstelle z; hat, kann man den Satz erneut auf das Po-
p(2)

lynom p;(z) = - anwenden; iterativ folgt dann, dass jedes Polynom nten Grades

genau n Nullstellen besitzt (von denen aber moglicherweise einige iibereinstimmen.

Beweis. Wir wollen diesen Satz mithilfe des Satzes von Cauchy beweisen. O.B.d.A.
kénnen wir dafiir vereinfachend annehmen, dass a,, = 1. Wir wollen einen Wider-
spruchsbeweis fithren, und nehmen dafiir weiter an, dass p(z) # 0 fiir jede z € C.
Dann ist die Funktion

P'(z)
fz) =
n+n—1a,_127 +... +az7"
2" 14+ ap_127t+...+agz™

= S+

eine ganze Funktion, wobei r(z) — 0, falls |z| — 400 . Jetzt wihlen wir R > 0 so
gross, dass |r(z)| < 3 fiir alle z € 0Dr = OB(0, R) .
Nach dem Satz von Cauchy gilt

0 = f(z)dz:/ Edz+n/ Mdz
ODg oDp % oD ~
= 2n7rz'+n/ Malz.
D <

Aber:
M‘ =21 max |r(z)| < 7.
z z€0DR

/ @dz‘ < 27 R max
DR

z z€0DR

Deshalb wiirden wir 0 = 2n7mi+« erhalten, wobei « eine komplexe Zahl mit |a| < nw
ist , und das ist offenbar ein Widerspruch . O

Ubung 3.12. Berechnen Sie das Integral ffooo e_t2/2cos(2t)dt mathilfe des Satzes von
Cauchy .

Der Satz von Cauchy fiir beliebige Gebiete

Definition 3.13. Fin Gebiet Q2 mit genau einem Loch wird zweifach zusammenhdngend
genannt.

Korollar 3.14. Sei Q ein zweifach zusammenhdngendes Gebiet mit Randkompo-

nenten Cp,Cy (d.h. 0Q = C1 U Cy).
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Sei f: Qo — C eine analytische Funktion auf einem Gebiet g, das €2 enthdlt,
QC Q.
Wir nehmen an, dass die Kurve Cy im von der Kurve Cy umschlossenen Gebiet

enthalten ist und, dass die gleiche Orientierung hat (vgl. Fig. 3.5).

1) Dann ist
f(z)dz= [ f(2)d=.
C1 CQ

2) Falls v C Qg eine geschlossene Kurve ist, die nur Punkte von € in ihrem
Inneren enthdlt, dann ist
/ f(z)dz=0.
”

Cs

Fig. 3.5

Idee des Beweises von 1):

Seien —C und (5 die Randkom-
ponenten mit mathematisch posi-
tiven Orientierung (in Fall von Cy
entspricht dies dem Gegenuhrzei-
gersinn, und im Fall von —C} ist
es im Uhrzeigersinn).
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Fig. 3.6

Wir kénnen das Gebiet in zwei einfach zusammenhéngende Gebiete zerlegen: 2 =
QU Q. Seien —C; = —Cj U —C7, Cy = CHUCY und Cs, Cy die Kurven langs des
Schnittes mit der gezeigten Orientierung. Da €2; und {2, einfach zusammenhéngend
sind, gilt

f(z)dz=0= f(2)dz.

891 892
Daraus folgt, dass
0= fdz = fdz+ fdz+ fdz+ fdz
IO - Cs cy Cy
0= fdz = fdz — fdz + fdz — fdz.
090 —cy Cs cy Cu

Wir addieren diese zwei Gleichungen und wir erhalten

0= fdz + fdz + fdz + fdz
_Ci _C{/ Cé Cé/

— /ledz:/czfdz. O

Diese Aussage ist das sogenannte Prinzip der Deformation von Kurven. Wir
konnen dieses Prinzip anwenden, um eine sehr wichtige Konsequenz des Satzes von
Cauchy zu zeigen: die Integralformel von Cauchy.

Satz 3.15. (Integralformel von Cauchy)

Sei f: Q) — C eine analytische Funktion auf einem einfach zusammenhdngenden
Gebiet Q). Fiir jeden Punkt zy € €2 und jede geschlossene Kurve v in €, die zg einmal
im mathematisch positiven Sinn umlduft, gilt dass

f(z0) = % > Ezio dz.

Q

Fig. 3.7
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Beweis. Wir formen den Integranden um, geméf

&) d_/f) f) 4o [ f=0)

zZ— 20 zZ— 20 ’YZ_ZO
Vo ~ Vv

Fiir den zweiten Term folgt dann sofort

:f(zo)'/ dz = f(z0) - 2mi.

zZ— 20

o

Nach Korollar [3.14] gilt f P ZO =/ 9B (20.) Zdz , wobei ,0 hinreichend klein ist.

Es bleibt zu zeigen f Iz - (zo)dz =0, bzw. | f f(z)=1(z0) He=le0) 42| < e fiir jedes € > 0.
Laut dem Prinzip der Deformatlon der Kurven genugt es dazu, das Integral
entlang einer Kreislinie 0B(zg, p) mit Zentrum z; und Radius p > 0 zu berechnen.

Sei € > 0; die Funktion f ist analytisch und damit insbesondere stetig Folglich
konnen wir p > 0 so wéhlen, dass die Ungleichung |f(z) — f(20)| < 5= auf 0B(20, p)

gilt. Dann ist
[ L=t dz' S 5 CP
gl S 9B(z0,p) S

S max M.2ﬂ-p§i.2ﬁp:6 ]
2€0B(z0,p) |Z — Z()| 27Tp
Beispiel 3.16.
Wir berechnen / dz, wobei
c *—

i) C={z€C:|z2—-2|=1};
if) O:{zecz ‘z—%):l};
i) ¢ = {z€C: 2| = 1} = 9D = 9B(0,1).

Da z = 2 im Inneren von C in i) und ii) liegt, ist

/ €2dz:27rie2.
c ?—

dz =0,
/8D z—2 ®

da = holomorph auf D = B(0,1) ist.

Andererseits folgt

Wir méchten das Integral fc izﬂ dz berechnen, wobei C:
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i) Cy={z€C: |z—-1] =1}
if) 02:{26(:: z—%’zl};
iii) Oy = {2 € C: ‘z—(—l—l—%)‘:l};
iv) Cy={2€C: |z—i| =1}.

Wire die Funktion analytisch auf C, hdatten wir nichts zu berechnen und das

Integral wére null. Aber zzﬂ ist in z = 1 und z = —1 nicht analytisch.

i) Um die Integralformel von Cauchy zu benutzen, muss die Funktion f(z)
auf dem Inneren der Kurve analytisch sein. So schreiben wir

22 22 +1 f(z2) 22 +1
2—-1 (z—-1(z241) =2-1 wobel f(2) z+1
Dann gilt:
241
/ Z2 il dz = (2) dz =2mi f(1) = 2mi.
C1 z2—1 C1 -1
ii) Gleiche Argumentation wie fiir i).
iii) Jetzt schreiben wir i;ﬂ = Zsrzi, wobei g(z) = % analytisch auf dem

Inneren von Cj ist. Damit folgt

241
/ z T dz = / 9(2) dz =2mi g(—1) = —2mi.
C3

22 —1

2 2
CE dz = 0, weil Z2+1
Z_

iv) Hier erhalten wir / analytisch auf dem

. C4 S
Inneren von C} ist.

Wir berechnen das Integral

tan z
/ > dz.
f=g 21

tan z ist in den Punkten (2k + 1) 7, k € Z nicht analytisch, aber alle diese
Punkte liegen auflerhalb dieses Kreises.

22—1_1 ist in z = 1 und 2z = —1 nicht analytisch, und beide Punkte sind innerhalb

des Kreises. Wir verwenden die Zerlegung

1 _1(1 1)
2—-1 2\z—-1 241/
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Damit folgt dann

/ tzanz dzzlf tan z dz—E/ tan z "
02—1 2 CZ—l 2 CZ"_l

= mitan(1l) — mitan(—1) = 2mi tan(1).

Korollar 3.17. Unter den Voraussetzungen von Korollar[3.14] und fiir jedes zy € §2

qgilt
27i f(20) = S dz — S dz.

Cs Z— 20 C1 Z— 20
3.3 Anwendungen der Integralformel

1. Mittelwert-Eigenschaft

Satz 3.18. Sei f: Q — C eine analytische Funktion in dem beliebigen Gebiet Q2 und
B(a, p) eine geschlossene Kreisscheibe in Q2. Dann gilt

fla) = % /0 Wf(a+pei“”)dso-

In Worten: Der Wert von f im Mittelpunkt einer Kreisscheibe B(a,r) C € ent-
spricht dem Mittelwert von f diber ihren Rand.

Beweis. Nach der Integralformel von Cauchy haben wir

e,
fla) = 27 /63(%’,) z—a dz.

Mit der Parametrisierung ~(t) = a + pe®, t € [0, 2n], des Kreises 9B(a, p) erhalten
wir

1 2 f(a—l—peit)

= . petdt
fla) = 5 i e
1 27 )
= fla+ pe')dt. O
2 J

Bemerkung 3.19. Die Annahme, dass f analytisch ist, ist notwendig. Die Funktion
f(2) = || liefert ein einfaches Gegenbeispiel. Dann gilt

1

fO :O;él:— ZdZ.
(0) o 63(0’1)| |

Eine wichtige Konsequenz der Mittelwerteigenschaft ist das folgende Maximum-
Prinzip.
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Satz 3.20. Sei f: QQ — C eine analytische Funktion und sei zg € € ein Punkt im
Inneren von ), in dem |f| ein Maximum annimmt, d.h. |f(z)| = max,cq |f(2)].
Dann ist f konstant auf €.

Frage:

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion. Ist dann stets auch f’ differenzierbar?
Im Allgemeinen: Nein!

Sei zum Beispiel f(z) = |a7|% Die Funktion f ist differenzierbar und es gilt

ist stetig und nicht mehr differenzierbar im Ursprung; grob gesprochen, weil der
Graph von f’ eine Ecke im Ursprung hat.

Im Gegensatz dazu ist eine analytische Funktion immer beliebig oft differenzier-
bar, und mithilfe der Integralformel von Cauchy kénnen wir auch eine Formel fiir
die hoheren Ableitungen herleiten.

Satz 3.21. Sei f: Q — C analytisch. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, und
fiir die n-te Ableitung f™ gilt die Formel

wobei v eine Kurve ist, die zy einmal im positiven Sinn umlduft.

Fig. 3.8

Bemerkung 3.22. Um sich an die Formel zu erinnern, muss man lediglich die
iibliche Cauchy-Formel n-mal unter dem Integral nach z, ableiten.

Diese Formel kann wiederum verwendet werden, um weitere Integrale zu berech-
nen.
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Beispiel 3.23. Wir mochten das Integral / %dz berechnen, wobei v eine
Lz —

Kurve ist, die i einmal im positiven Sinn umléuft:

= —2mi sin(7i)

T

= 27 sinh(m).

COSs z COSs z

Falls vy = 0B(0,1), so ist EEETE

analytisch ist.

—dz = 0, weil die Funktion auf B(0,1)

oB(0,1) (2 — i)

z

Beispiel 3.24. Seiy = {z € C: |2| = %} Wir mochten das Integral/ = 1)8 dz

2(22 +4)
berechnen.

/ // \\\ Hier ist z = 1 innerhalb v und z = +2i liegen
/ \ auflerhalb ~.

N W

Fig. 3.9

Das heifit, die Funktion f(z) = Zfi 5 ist analytisch auf dem Inneren von . Wir

kénnen daher die Formel von Cauchy verwenden:

2 IR
[Y(Z—I)Q(z2+4)dz_[/(z_1)2d 2 f()‘zzl
ce* (22 4+ 4) — 22

= 2mi (22 + 4)2 ‘z:l
9 . 3e 6met
= 2m — =
25 25

2. Ungleichung von Cauchy und Satz von Liouville

Wir konnen mittels der Formel der n-ten Ableitung die Ungleichung von Cauchy
erhalten.

Lemma 3.25. Wir nehmen an, dass |f(z)| < M auf der Kreislinie vom Radius r
um den Punkt a gilt. Dann folgt

FO @) <

/raTL
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Beweis. Laut der Formel der n-ten Ableitung haben wir

! £ nl 1)
PO =g | [ e | S 5o e
, LY O
= ro- < —- .
e Jmax ()] < 2

Aus dieser einfachen (und trotzdem wichtigen) Abschétzung ergit sich der folgende
Satz:

Satz 3.26. (Liouville)

Sei f: C— C eine ganze Funktion und wir nehmen an, dass |f(z)] < M ,Vz €
C. Dann ist f konstant auf C.

Beweis. Nach der Ungleichung von Cauchy mit n = 1 folgt, dass
M
|f'(2)| < — fiir jedes p > 0.
p

Diese Abschitzung bleibt korrekt fiir p — oo, und wir erhalten somit |f’(z)| = 0 auf
ganz C. Damit ist aber auch f’(z) = 0, und nach Lemma ist f konstant. [

Der Fundamentalsatz der Algebra: ein alternativer Beweis

Wir wollen noch einen zweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra mit Me-
thoden der komplexen Analysis geben (es gibt natiirlich noch zahlreiche weitere
Beweise aus anderen Teilbereichen der Mathematik), der auf dem Satz von Liouville
basiert,

Sei p(2) = ap2"+ap_12"t+...ag,n > 1a; € C, a, # 0. Wir nehmen wieder an,
dass p keine Nullstelle hat, also dass p(z) # 0 fiir jedes z € C. Aus der Umformung

Gy a
(1 Wi T °n>'
an2 anz

(3.2) lim |p(2)] = +o0.

|z]—+o0

p(2)] = |an2"]

konnen wir sofort ablesen, dass

1
Wir betrachten nun die Funktion f(z) = @) Da p(z) # 0 fiir jedes z € C gilt,
p(z

ist f(z) eine ganze Funktion. Auflerdem existiert wegen (3.2) ein R > 0, so dass
|f(z)] < 1 fur |z| > R. Andererseits hat |f(z)| auf der Menge B(0,R) = {z €
C: |z] < R} ein Maximum, d.h |f(2)] < M, mit M > 0 (denn |f]| ist stetig und
B(0, R) ist eine abgeschlossene und beschrinkte (also kompakte) Menge). Deshalb
folgt fiir alle z € C

|f(2)] < C:=max(1, M),
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1
und aus Satz[B.26]schlieffen wir, dass f auf C konstant ist, und damit auch p = ?.Das

ist ein Widerspruch zur Voraussetzung (p soll ein nicht-konstantes Polynom sein).[]

Wir kommen nun zu einer sehr wichtigen Eigenschaft analytischer Funktionen:
Jede analytische Funktion f: 2 — C lésst sich an jeder Stelle a € €2 in eine Taylor-
Reihe entwickeln, und die Reihe stellt die Funktion auf einer maximalen offene Kreis-
scheibe (d.h. eine Kreisscheibe von maximalem Radius) dar.

Satz 3.27. Sei f: Q0 — C eine analytische Funktion auf einem Gebiet und sei zy € €2
ein Punkt mit Abstand p > 0 vom Rand von Q. Dann gilt

= M (20) (2 — 20)"
foy =30 L=

|
0 n:

fir alle z € B(zo, p).
Die Konvergenz ist gleichmdfig auf jeder abgeschlossenen Scheibe
B(zo,R) ={z € C: |z — 2| < R},
wobei R < p.

Bevor wir Satz[3.27 beweisen, méchten wir einige Eigenschaften von Potenzreihen
wiederholen.

3. Potenzreihen

Eine Potenzreihe mit Mittelpunkt (Entwicklungspunkt) zy € C ist eine Reihe der
Form

Z ar(z — 2)",

00
k=0

wobei z € C und a;, € C (ay, sind die Koeffizienten der Reihe).

Wir konnen immer annehmen, dass zy = 0 ist (andernfalls substituieren wir
w := z — zy) und wir betrachten dann die Potenzreihen

(3.3) Z ay 2*.
k=0

Potenzreihen konvergieren auf Kreisscheiben

Satz 3.28.
a) Fir jede Potenzreihe (3.3) existiert eine Zahl p, 0 < p < 400, so dass gilt:

Fiir |z| < p ist die Reihe absolut konvergent und fiir |z| > p divergent. Diese
Zahl p heifst Konvergenzradius.
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b) Der Konvergenzradius p ergibt sich stets als

1
p= .
lim sup ¥/|ay|
k——4o00
Dabei wird % = o0 und é := 0 gesetzt. Alternativ kann er berechnet werden
als
. Qg
p= lim ,
k—+oo Q41

falls dieser Grenzwert existiert.
Beispiel 3.29.

Die geometrische Reihe Y7 ) 2* konvergiert auf der offenen Kreisscheibe B(0, 1) :=
{z € C: |2] <1} und stellt dort die Funktion z — = dar.

Die Reihe

d =142+ TR
=0
muss erst auf die Form .
50
k=0

gebracht werden. Es ergibt sich

ik falls k = j2, j €N,

Qy
0, sonst,

und somit

21
limsup +/|ax| = lim sup ”ﬁz/f'.
g!

k——4o00 Jj—o0
Wir wissen, dass fiir jedes j > 1 die einfache Abschiitzung 1 < j! < 57 gilt und
folglich
1< Vi< Vit = /5.

Da hier die rechte Seite mit j — oo gegen 1 konvergiert, ergibt sich auch in

diesem Beispiel p = 1.
Satz [3.28 sagt nichts tiber das Verhalten der Reihe (3.3]) auf der Kreislinie |z] = p
aus. Dieses Verhalten variiert von Reihe zu Reihe.

Beispiel 3.30.

Die Reihe Y ;7 2" divergiert in allen Punkten von 0B(0,1) = {z € C: |z| =
1}.
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Die Reihe > ;7 % divergiert an der Stelle z := 1 und konvergiert an der Stelle
z = —1.

Man kann sogar zeigen, dass diese Reihe in allen Punkten z € 0B(0,1)\{1}
konvergiert (dabei verwendet man beispielsweise das Abelsche Konvergenzkri-
terium).

Wegen Y7, -5 konvergiert die Reihe Y7, ;—2 absolut fiir jedes z € 0B(0,1).

Eigenschaften von Potenzreihen

Sei Y 1, a,z* eine Potenzenreihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann ist die Funk-
tion f: B(0,p) = C, f(z) = Y 2, arz", holomorph und es gilt

f(z) = Zkak 71 Wz e B0, p).
k=1
Durch vollsténdige Induktion ergibt sich fiir jedes n € N die Formel
FU2) = k(k—1)- - (k—n+1) a2
k=n

Insbesondere gilt f™(0) = n!a, fiir jedes n € N\{0}. Daraus folgt, dass die Reihe
f(2) =>°02  arz" gleichzeitig die Taylor-Reihe von f ist.

Um den Satz [3.27 zu beweisen, benétigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 3.31. Sei Q ein Gebiet, zy ein Punkt in  und p > 0 eine positive reelle
Zahl, sodass B(zy, p) C Q.

Sei f: Q — C eine Funktion, die stetig auf der Kreislinie 0B(zo, p) ist und sei

g durch
1 Lgl d¢, Yz ¢ dB(x,p)

9(2) =5~
270 JoB(a0,p) €

definiert. Dann ist

o0
Zan(z —z0)" fir|z— 2| < p
n=0

9(z) == 1
- Z an(z — 20)"  fir |z — zo| > p,
wobes ) 0)
p = —— ———d(, Vne€LZ.
211 /QB(zo,p) (C - ZO)n+1 C
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Beweis. Sei |z — zp| < p (der Beweis fiir |z — zy| > p ist dhnlich). Falls ¢ € 0B(z, p),
ist | — 20| = p, sodass

z—2 :|z—zo| P_q
C—2] [C—2 p 7
und wir kénnen C—iz wie folgt in eine geometrische Reihe entwickeln:
1 1 1 1

(=2 ((—20)-(-2) (-2 1-=2

:C—lzo'z (Z:Z>n

n=0

Daraus folgt, dass

f(©)

9B(z0,p) C %

dg

=
—~
N
I
[\
|~
~.

1 Q) = (2= 2\"

N 2me /QB(zop) <—ZQ nz:% (C—Zo) dC
(] f(©) n
B nZ:% <2—7TZ /8B(zo,p) (C - Zo)n+1 dg) (Z N ZO) .

Wir haben hier benutzt, dass die geometrische Reihe gleichméflig konvergiert. [

Bemerkung 3.32.

1) Der Satz 327 besagt, dass jede analytische Funktion nach Taylor entwickelt
werden kann.

2) p kann dabei auch oo sein, d.h. eine ganze Funktion kann in einer auf der
ganzen komplexen Ebene konvergente Taylor-Reihe entwickelt werden.

Beweis von Satz [3.27: Wir diirfen zp = 0 annehmen. Wir betrachten ein festes
z € B(0, p) und wir wahlen ein r mit |z| < r < p. Wir konnen dann die Integralformel
von Cauchy auf die Kreisscheibe B(0, r) anwenden und wir erhalten mit Lemma[3.31]
die Darstellung von f:

f(z) = 1 f(C)Z dCIZaka,
k=0

21 Jopon €

wobei die a; durch

1 f©) . fH0)
T omi /aB(o,r) ¢kt do="q k=20

gegeben sind wie behauptet. U
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Beispiel 3.33.
1. Wir bestimmen die Taylor-Reihe von f(z) = 17 mit Zentrum in zo = 0.

Losung: Wir erinnern uns, dass fiir jedes |z| < 1 gilt

(3.4) L=y

n=0

Wir ersetzen in (3.4) z durch —22%:

[e.e] [e.e]

(3.5) Lo D (=2 =) (=12 i 2| < 1L

1122 1-(—2)

Wie man sofort erkennt, ist f(z) nicht analytisch in z = =4i. Folgerichtig gilt die
Gleichung (B.5) nicht fiir |z| > 1 (die Reihe auf der rechten Seite divergiert fiir jedes
solche z).

2. Wir bestimmen die Taylor-Reihe von f(z) = arctan z.
Lésung: Bs gilt f'(2) = .
Wir integrieren (3.5]) gliedweise und benutzen, dass f(0) = 0 ist:

- (_1>n 2n+1
t = — . " < 1.
arctan z nz:% i1 . 2]
3. Bestimmen Sie die Taylor-Reihe um z = z5 von

2

a) f(z)zsin(z—), 29 = 0;

2
b) f(2) = — s 2= 1
VTR 0T
Q) f(5) = ———\ =i
T i 0T
d) f(z) =sin’z, z =0;
z4+2
e) f(’z):l_izza 29 =0.

Lésung: Wir zeigen nur e):

z4+2 A B
f(z)_1—22_1—2+1+z
A(l+2)+B(1—2)

1 — 22
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Es folgt A = %, B = % sowie

31 3 w— ,
e DL A

DO |
[
_|_
!

Il
DO =
[
—~

|
—_
S~—

3
IS

3

Insgesamt ist somit
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4 Laurent-Entwicklung und Singularititen

Wir haben uns bisher mit analytischen Funktionen beschéftigt. Insbesondere haben
wir gelernt:

1) das Integral einer analytischen Funktion zu berechnen;
2) eine analytische Funktion nach Taylor zu entwickeln;

3) wir haben auch das Integral spezieller nicht-analytischer Funktionen berechnet,
wie zum Beispiel
[ 19
L (2 =zt

wobei f eine analytische Funktion innerhalb der geschlossenen Kurve v ist und
2o ein Punkt innerhalb ~.

Wir werden in diesem Kapitel das Verhalten von Funktionen, die analytisch auf
einem Gebiet (2 mit Ausnahme einiger Punkte sind, untersuchen. Insbesondere wer-

dern wir Funktionen der Form % betrachten.

4.1 Laurent-Entwicklung
Wir beginnen mit dem folgenden Satz.

Satz 4.1. [Laurent-Entwicklung/

Sei f eine analytische Funktion auf dem Kreisring Q) = {z € C|a < |z—z| < b},
und es set a < r < b. Dann lisst sich [ als

—+00

)= alz—2)" (a<|z—2a|<b),

k=—00

darstellen, wobei die Koeffizienten ¢ durch

1 f(w)
C, — — — dw
’ 2m 0B(z0,r) (w - Zo)n+1

gegeben sind . Die Kurve OB(zy,r) wird dabei im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen .

Beweis. Laut Korollar B.17] wissen wir, dass fiir z € Q gilt:

_ 1 JE e L /(€)
flz) = 2mi /C’gzﬁB(zob) (—=z “om /C’lzﬁB(zo,a) (—=z @

Weiterhin folgen aus Lemma [3.31] und Korollar [3.14] die Formeln

L. /02 1) d£:Zan(2—z0)" fir |z — 20| < b

211 —z

n=0
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und

1
1 f(§) dg= 3" an(z— )" fiir |2 — 2| > q,

n=—oo

271 C1 f—z

: _ f(€
wobei a, = 5= fC’:@B(zo,p) W d¢ und a < p < b.

Da die erste Formel fiir |z—zy| < b und die zweite fiir |z—z2¢| > a gilt, konvergieren
beide Reihen im Schnittbereich, also fiir a < |z — 2| < b. O

Bemerkung 4.2.

1.

2.

Auf einem gegebenen Gebiet ist die Laurent-Entwicklung eindeutig, aber sie
héngt vom Gebiet ab.

In der Praxis werden die Koeffizienten a, einer Laurent-Entwicklung nicht
durch Integration, sondern mithilfe von algebraischen Methoden oder von “be-
kannten” Reihenentwicklungen bestimmt.

Beispiel 4.3.

Die Funktion

1
22 —1

f(z) =

hat in z = %1 eine Singularitit und ist analytisch in den beiden Kreisringen
G ={0<]z—-1<2}, Q=A{lz—-1|>2}.

Jetzt setzen wir z = 1 + ( und wir betrachten anstelle von f die Funktion

1
Q(C):f(1+o:m

in den Kreisringen
M ={0<|¢ <2}, Q={[¢|>2}

Diese Substitution hat den Vorteil, dass wir nun in der Standardsituation,
d.h eine Reihenentwicklung um den Entwicklungspunkt {, = 0, sind. Eine
Partialbruchzerlegung liefert weiter

1111

9(0—5 CTIHG
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Ist ¢ € ], so kénnen wir den zweiten Partialbruch sofort in eine geometrische
Reihe entwickeln und erhalten

Fiir die Funktion f ergibt sich damit:
1 & (DR D

z—1 2k+2
k=0

f(z) =

N —

Fir ¢ € Q) schreiben wir den zweiten Partialbruch in (4.]) etwas um, worauf
wir wieder in eine geometrische Reihe entwickeln konnen:

Man beachte: In beiden Fallen ist der erste Partialbruch bereits in der fiir eine
Laurentreihe um ¢y = 0 erforderlichen Form.

Wir wollen die Laurent-Entwicklung von f(z) = 27°sinz mit Zentrum im
Ursprung bestimmen.

Wir wissen, dass

0 _1)
sin z = ZO ﬁ 22 fiir alle 2z € C.

Daraus folgt, dass

o0
_1)»
2 ¢inz = Z 7( ) Zn—4

—~ (2n+1)!

111 -
=——= "V > 0.

46 z2 +Z 2n+1) : 12

Hier ist der Kreisring Q = C* = C\{0} und a,, = 0 fiir alle n < —5 und fiir
alle n ungeraden (positiv und negativ).
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Als Niichstes betrachten wir die Laurent-Reihe von f(z) = z2e* mit Zentrum
20 = 0.

o) P

: : z
Wir wissen, dass e* = > " | %

Dann gilt

nlzn
n=0

und

1w I 11 1 ) §

Zez—nz:%m——kg ;+§+Z+Z VZE(C
Hier ist also a,, = 0 fir alle n > 3 und a,, = m fir alle n < 2.

Wir mochten alle Entwicklungen von f(z) = Z;_ngf2 mit Zentrum zy = 0

finden.

Die Bestimmung der Nullstellen des Nenners ergibt die Faktorisierung 22 —
32 +2 = (2 —1)(z — 2). Die Funktion f ist also auf Q@ = C\{z = 1,z = 2}
analytisch.

Wir werden drei Laurent-Entwicklungen finden auf den Gebieten

M ={z€C: |z <1},
Q={zeC: 1<z <2},
Q={z€C: 2 <z}

Die Partialbruchzerlegung liefert

-2z 43 1 1
f(z)_22—3z+2__z—1_z—2

1 =
fl<l= =) 2

n=0

1 1 1 I o= /1\" = 1
12 -z zE-1) z21-1) z; 2 ;znﬂ

1 1 1 1 o= /z\" 2
F2= 5= 1—;‘5% (3) __; gnl

1 1 I o= /2\" = 2"
12 z—2 z(1-2) z; z ;z”“



Auf €, haben wir daher

n=0 n=0 n=0
Auf €, haben wir
> 1 2,
fz) =~ Z i+l Z on+1
n=0 n=0
also a,, = —1 fir n < —1 undan:#fﬁrnzO.

Auf Qg schliellich folgt

Z Zn+1 Z il 2_% (1+27) ontl

d.h. a, =0 fir n > 0 und a, = —(1 +2"71) fiir n < —1.

Ubung 4.4. Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklungen von g(w) = wfgﬁﬁ mit

Zentrum zp = 1 auf Q) = {w: jw—1| < 1}, Qs ={w: 1 < |[w—1] < 2} und Q3 = {w:
|lw—1>2}.

Losung: Auf Q ist g(w) = +°O(1+2n%)(w—1)" auf (O ist g(w) = — > (w_ll)n‘i‘
e (l;’njl , und auf Q3 ist g(w) = — > 2 (1 + 2")W

4.2 Singularitiaten

Definition 4.5. Sei Q2 C C ein Gebiet, zp € Q und f: Q\{z} — C eine analytische
Funktion.

Wenn f in zg nicht definiert oder nicht analytisch ist, dann heifit zy eine Sin-
gularitat.

Der Punkt zy ist eine isolierte Singularitéat von f, falls es ein € > 0 gibt, sodass
f keine weitere Singularitit in der Scheibe B(zo,€) hat.

Beispiel 4.6.

sin% hat im Ursprung eine isolierte Singularitét.

- tan hat Singularitdten im Ursprung und in den Punkten z, = k kel k
ungerade Die Singularitdt im Ursprung ist nicht isoliert und die anderen sind
isoliert.

Es gibt drei verschiedene Typen von isolierten Singularitdten, die mithilfe der
Laurent-Entwicklung erkannt werden konnen. Wir konnen diese drei Kategorien
auch durch qualitative Eigenschaften von f in der Umgebung der Singularitéit cha-
rakterisieren.
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Definition 4.7. Die Summe der Terme der Laurent-Entwicklung mit negativem

Index n )

Z cn(z — 20)"

wird Hauptteil der Laurent-Entwicklung genannt.

Die drei Typen von isolierten Singularitéten heissen hebbare Singularititen,
Pole, und wesentliche Singularititen.

4.2.1 Hebbare Singularititen

Die Koeffizienten ¢, der Laurent-Entwicklung um den Punkt zg mit n < —1 sind
Null, d.h. der Hauptteil der Laurent-Entwicklung verschwindet. In diesem Fall lasst
sich die Funktion f analytisch in den Punkt 2y hinein fortsetzen.

Beispiel 4.8. Die Funktion f: C\{0} — C z — 2= hat in z, = 0 eine hebbare
Singularitét. Es gilt

sin z 22 (=1)n 2
I SV RS 0,
2 gt Gy T 27

Wir konnen ablesen, dass der Hauptteil Null ist, und wir kénnen daher die Funktion
im Ursprung wie folgt fortsetzen

N sin 2 20
f(z) = &
1 z=0.

Die Funktion fist analytisch auf C.

Satz 4.9. [Hebbarkeitssatz von Riemann]

Sei zy eine isolierte Singularitit von f: Q\{zo} — C (d.h. f ist holomorph auf
O\{0}). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) zo ist eine hebbare Singularitit von f.

i) lim f(z) existiert in C.
Z—20

iii) f ist auf einer punktierten Kreisscheibe B(zo, p) \ {20}, p > 0 beschrinkt.

4.2.2 Pole

Ist 2y € 2 ein Punkt, in dem f nicht analytisch ist und der Hauptteil der Laurent-
Entwicklung mit Zentrum zq auf B(zo, p), p > 0, nur endlich viele Negativterme hat,
dann heifit zy ein Pol. Falls der Hauptteil der Laurent-Entwicklung der Form

C_1 —Cm

z— 2 ul_(z—zo)m
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hat, dann heifit z; ein Pol der Ordnung m. Ist m = 1, so spricht man auch von
einem einfachen Pol.

Es gilt folgender Satz:

Satz 4.10. Sei f analytisch und zo € Q0 ein Pol von f. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

1) zo ist ein Pol.

i) Es gilt lim |f(2)] = co.

Z—r20

iii) Es gibt ein n > 1, sodass lim (z — z)" f(z) = A € C\{0}.

Z—r20

Beispiel 4.11.

0 2n—4

f(z) =2 sinz = ; (—=1)" 7(2n )

IR S
24 622 5T

hat in zp = 0 einen Pol der Ordnung 4.

f(z) = = Lo — (2_11)4 hat in z = 0 einen Pol der Ordnung 3 und in z =1

z—1)2
einen Pol der Ordnung 4.

Bemerkung 4.12. Im Fall eines Pols zy der Ordnung m kénnen wir die Funktion
f in einer Umgebung B(z, ) von zy darstellen als

1

(z — z9)™

f(z) = 9(2),

wobei g holomorph in B(zg, ) ist und g(zo) # 0.

4.2.3 Wesentliche Singularititen

Definition 4.13. z; ist eine wesentliche Singularitdt, falls der Hauptteil der Laurent-
Entwicklung in einer Umgebung von zy aus unendlich vielen Termen besteht.

In diesem Fall existiert lim,_,,, f(z) nicht, und in der Umgebung einer wesentli-
chen Singularitét verhélt sich eine Funktion f sehr unregelméfig.

Beispiel 4.14. Ein typisches Beispiel ist f(z) = e:. Wir haben

w =

e

.1 1
e n! zn
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. .. . 1 .
Andererseits existiert lim e> nicht:
z—0

lim ez =
z—0
Z=x

. 0 fallsz — 0~
oo falls z — 0.

Man kann diese Aussage sogar noch drastisch verschérfen: Die Funktion f(z) = ez
nimmt auf jeder noch so kleinen Scheibe mit Zentrum z; = 0 jeden Wert w € C*
unendlich oft an. Sei ¢ = ¢y e™® # 0 und sei z = re? € B(0,¢) mit ¢ > 0. Wir wollen
die folgenden Gleichungen 16sen:

cosog—isino

1 .
ez =e = ¢pe'.
Es ergibt sich
cos o —sino
=/{ncy und = .
r r

Wir erhalten
1 =cos’o +sin?o = r¥n?cy + r? o’

Daraus folgt

r? = o
In?cy + o
Q
tano = .
In ¢

Durch Addieren von Vielfachen von 27 zu o kann man daher r beliebig klein machen,
wahrend ¢ unverdndert bleibt.

4.3 Nullstellen einer analytischen Funktion

Definition 4.15. Eine Nullstelle einer analytischen Funktion f ist ein Punkt z
mit f(zo) = 0. zo ist eine Nullstelle der Vielfachheit n, falls f(z0) = f'(z0) = -+ =
FV(2) =0, aber f®™(z) # 0 gilt. Wenn n = 1 ist, dann spricht man auch von
zo als einfache Nullstelle, bzw. allgemeine n-fache Nullstelle.
Beispiel 4.16.

e 1+ 22 hat einfache Nullstellen bei zy = =+ i.

e (1 —2")? hat Nullstellen der Vielfachheit 2 bei + 1, + 4.

e Die Funktion f(z) = 1 — cos z hat doppelte Nullstellen bei 27k, z € Z.

Falls f eine n-fache Nullstelle in zy hat, gilt fiir die Taylor-Entwicklung von f:

o
E akz—zo (z — 2)" E anz—zo -

k=n

= (2 — 2)" g(z) mit g(zo) # 0.
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Fazit: Eine analytische Funktion kann nur isolierte Nullstellen besitzen ((z—z2)" =
0 gilt nur fiir z = 2y und ferner ist g(z) # 0 in einer Umgebung von zp).

Satz 4.17. [Pole und Nullstellen]

Sei f analytisch in z = zy und sei z = zy eine n-fache Nullstelle. Weiterhin sei h
eine analytische Funktion in z = zo und sei h(zy) # 0. Dann haben die Funktionen

| (2)
@ " e

bei z = zy einen Pol der Ordnung n.

>

Bemerkung 4.18. Man sagt, dass f analytisch bei oo ist (oder eine Singularitét
oder eine Nullstelle bei co hat), wenn dieselbe gilt im Ursprung (z = 0) fur die
Funktion g(2) = f(2).

z

Definition 4.19. FEine analytische Funktion, deren Singularititen auf C nur Pole
sind, wird meromorph genannt.
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5 Der Residuensatz und seine Anwendungen

Wir haben bereits untersucht W1e man Integrale einer analytischen Funktion oder
einer Funktion in der Form berechnen kann.

In diesem Kapitel wird es darum gehen, Integrale einer Funktion mit isolierten
Singularitdten zu berechnen. Fiir jede Singularitdt muss man das sogenannte Re-
siduum berechnen, und das Integral entlang einer geschlossenen Kurve wird dann
durch diese Residuen ermittelt.

5.1 Der Residuensatz

Ein einfacher Spezialfall

Sei f analytisch auf dem Gebiet Q\{zp} und sei I' € Q\{2} eine Kurve, die einmal
um den Punkt 2y herum im Gegenuhrzeigersinn lauft.

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben, kann die Funktion f auf Q\{z}

in eine Laurent-Reihe
—+0oo
n
= E an(z — 2z0)",
— o0

1 f(2)
n = 2mi /1“ (z — zp)"t! dz.

entwickelt werden, wobei

Fig. 5.1

Insbesondere im Fall n = —1 ist a_; = ﬁ fr

Umgekehrt bedeutet dies: [, f(2)dz = 27i a_y, somit kann der Wert des Integrals
aus der Laurentreihe abgelesen werden.

Beispiel 5.1. Sei f(z) = 5+—. Wir berechnen f|z|:% f(2)dz.

Nach der Laurent-Entwicklung fiir 0 < |z| < 1 haben wir

1 I o=, o
B4 3 (1—2 :;ZZ :ZZ -

n=0 n=0
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In diesem Fall haben wir a_; = 1 und f\z\:l f(2)dz = 2mi.
2

Bemerkung 5.2. Zur Bestimmung des Koeffizienten a_; ist eine Laurent-Entwicklung
der Funktion auf einer kleinen, “punktierten” Scheibe um z, erforderlich.

Definition 5.3. Sei f eine analytische Funktion auf B(zy, p)\{z0}. Der Koeffizient
a_y der Laurent-Entwicklung mit Zentrum zy, die f auf B(zo, p)\{z0} darstellt, heifst
das Residuum res(f|zo) von f an der Stelle zy. Wir konnen deshalb

/rf(Z)dZ = 2mi res(f|z0)

schreiben. (T ist eine geschlossene Kurve im Gegenuhrzeigersinn, die in ithrem In-
neren den Punkt zy enthdlt und in B(zg, p) enthalten ist).

Satz 5.4. [Residuensatz]

Sei f: Q0 — C analytisch bis auf isolierte Singularititen und sei 5 C € ein
Gebiet, dessen Rand 0 in ) enthalten ist und die Singularititen nicht trifft. Dann
qgilt:

f(z)dz = 2mi Z res(fz),

9 zi€Q0

wobei der Rand 092y im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird.

08

Fig. 5.2

Frage: Wie kann man die Residuen berechnen (ohne die Laurent-Entwicklung zu
berechnen)?
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Formeln fiir Residuen

Einfache Pole

i) Sei zp ein einfacher Pol der Funktion f. Dann ist

res(flzo) = lim (z — 29) f(2).

Z—r20

ii) Wenn es gilt f(z) = % mit g(z9) = 0, ¢'(z0) # 0 und h(zo) # 0, dann ist z
ein einfacher Pol fiir f und

res(flz0) =

Beweis. i) Da zy ein einfacher Pol ist, ldsst f sich als

a_
f(z) = L bag+ar(z—2)+...
Z— 20

darstellen, wobei a_; = res(f|zp) # 0. Dann gilt

lim (z — z9) f(z) = lim (a_1 + (2 — 20) ian(z - Zo)n>

Z—20 Z—20 0
= a_1.

ii) Wir haben

. . h(z) h(z)

lim (2 — 2 z) = lim = 0.

z—>zo( 0) f( ) z—20 g(Z) — g(Z(]) g,(Z()) 7&

Z— 20
Daraus folgt, dass zo ein einfacher Pol fiir f ist und nach i) res(f|zy) = ;/(('20)). O
0

Beispiel 5.5.

(L] () =5

Wir verwenden die Eigenschaft ii) mit h(2) = €' und g(z) = 1+ 22. In diesem
Fall ist g(2) =0 <= 2z = £i und ¢'(+1i) = 22|,—4; # 0.

[1e%1

o e C.

e
+ 22

Ferner haben wir h(+£1) # 0. Daraus folgt

. eiaz e
res(ﬂl):(zz) T

«

—€

res(f| —i) = 5
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92 +1 92 41 Dz 41
2. = = B ’
f(Z) 234+ Z(Z2 + 1) Z(Z - Z)(Z + Z)

Diese Funktion hat drei einfache Pole: z =0, z =i, z = —i.

Wir benutzen ii) mit h(z) = 92 +4 und g(z) = 23 + 2. Es gilt ¢'(2) = 32% + 1.

92 +1 (A
. 9z +1 107 .
res(fli) = <3z2 n 1) _ === —5i
. 92 +1 -8 41
ves(f] = 4) = (gzz T 1) I
Pole der Ordnung n in 2
Sei 2y ein Pol der Ordnung n der Funktion f. Dann ist
B 1 1 dn—l .
res(f|zo) = m 21_{1210 dan—1 (2 —20)" f(2)].-

Beweis. Die Laurent-Entwicklung von f mit Zentrum zy auf B(zo, p)\{z0} ist

o

f(z) = Z ag(z — Zo)k = ( @=n + d-nt1 S

z—z)" (22— 2z} (z — 20)

a_q

k=—n
+CL1(Z—Z(])+... .
Daraus folgt, dass
(z—20)"f(2) = ap + Q_py1(z — 20) + - +a_1(z — 20)" !

+ap(z — 20)" + a1(z — zo)"H.

Wir leiten nach z (n — 1)-mal ab und erhalten

dn—l
dzn—l

(z—20)"f(z) =(n—N0Va1+nn—1)---2(z —2p)ap+ ... .

Daraus folgt

n—1

lim
z—zo dzn—1

(z—20)"f(z) =(n—1Dla_4. O

Kurz gesagt: Das Residuum des Pols n-ter Ordnung z, von f ist gerade der
(n — 1)te Taylorkoeffizient der analytischen Funktion (z — zp)" f(2).

Beispiel 5.6.
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Z4

(22 —iz+2)(z —1)*

Wir berechnen res(f|i) von f(z) =

Der Punkt 2y = ¢ ist ein Pol der Ordnung 2. Daraus folgt
1 d 2

Ul =g o ¢ Eoarae
423(2% —iz +2) — 2422 — 1) _

—
N E P
L
==
. 24 .
Wir berechnen das Integral /V e dz, wobei
1)y ={zeC: |5 =3},
_ e i3
2)7—{26@. |z z|—2},
3) v wie im Bild:
2i
7
—1
Fig. 5.3
Losung:
20 = 2 und zg = —i sind einfache Pole von f.
Wir wenden den Residuensatz [4.1] an
A
1) = [y P F— dz = 2mi(ves(f]2i) + res(f]i) + res(f| — ).
24 _ . .

2) = /{ E P e dz = 2mi(ves(f|2i) + res(f]i)).
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Z4

3) :>// Z—iz+2)(z - i) dz:27ri(res(f|2i)+res(f|_z')).

Wir berechnen die Residuen und wir erhalten

4

ves(f120) = I (2= 20) o G — 0
_ et s,
(33?2 3
ves(f] =i) = hm, ( + 0 == =2

(-

T (=3 (=202 12

Ubung 5.7. Berechnen Sie

2o -
/y <z4—16 +zez) dz,

wobei v = {(z,y) € R?% 927 + y? = 9}.

Lésung: w(w2 - %) i.

5.2 Anwendungen auf die Berechnung von reellen Integra-
len

Mithilfe des Residuensatzes konnen wir insbesondere spezielle reelle Integrale expli-
zit berechnen. Wir werden vier Typen von Integralen betrachten.

1) Integrale von rationalen Funktionen von coso und sino.

2) Integrale f_Jr;o f(x)dx, wobei f(x) = % ein Quotient zweier Polynome ist,

degp < degq—2und ¢(z) #0 Vr € R.

3) Fourier-Integrale ["°° f(x)sinzdr und [*° f(z)cos x dx.

4) Integrale fj;o f(x)dx, wobei f einen einfachen Pol in z = zy € R hat.

5.2.1 Integrale von rationalen Funktionen von cosc und sino

Wir mochten Integrale der Form f027r F(cos o,sin o)do berechnen, wobei F' eine reelle
rationale Funktion von cosc und sin o ist, welche fiir alle ¢ € R wohldefiniert ist.
Der Trick besteht darin, das gegebene Integral in ein komplexes Linienintegral iiber
den Einheitskreis 0B(0, 1) umzuwandeln.
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Wir verwenden die iibliche Darstellung des Einheitskreises: 0 — 2(0) = €%
o € [0,2r]. Wir haben auf 0B(0,1):

€7 +e 1
cosa—#—§ (z—l——)

sino = e — e _ 1 (z—i— 1)
N 2i 2 ‘

Wir kénnen nun folgendermassen argumentieren:

o o , o »
10 10 e'lO' _ 10 1 .
/ F(coso,sino)do = / F(e re : ‘ ) — - ie%do
0 0 2 21 1e'

Y

(e
vt JoaB(,) * 2 21

Die Funktion F(z) = 1F (Z+§71, 2_2371) ist eine rationale Funktion von z, die auf
0B(0,1) keine Pole besitzt (sonst wire f(t) = F(cost,sint) fiir gewisse ¢ undefi-

niert). GeméBdem Residuensatz gilt

F(2)dz = 2mi res(F|z;).
/83(0,1) =) Z ’

2;€B(0,1)

Beispiel 5.8. Wir berechnen /

2—cosa

Losung:

Wir benutzen coso = 1(z + 1) und do = %£. Dann folgt

o _/ 1 dz 1 / 2dz
V2—coso  Jopon V2—3(z+121) iz 1 Jopon 2v2z—22—1

B 2idz

a /aB(o 22 —2v2z2+1

— 92 / dz .
o5, (2= V2=1)(z = V2 +1)

Die Punkten z = v/2+1 sind jeweils einfache Pole, aber es gilt |\/§ +1] > 1. Deshalb
ist v/2 — 1 der einzige Pol, der in B(0, 1) enthalten ist:

21
res \/7 = 111’[1 _ =
( —2\/§z+1’ ) V212 —2—1

Daraus folgt, dass

do
—do = 2mwi(—1) = 27
/0 \/§—cosa ( )
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5.2.2 Einige uneigentliche Integrale, 1

Zur Erinnerung:
+oo b

f(z)dz := lim f( Jdx + lim f(z)dz
b—+o0 J

a——0o0

Falls beide Grenzwerte existieren, dann folgt aulerdem

+O°f< — im / e

R—+o00

Es ist jedoch moglich, dass Rlim f_RR f(x)dz existiert, wihrend das Integral f_Jr;o f(x)dx
—+00
hingegen nicht existiert .
Beispiel 5.9.
400 0 b
/ rdr = lim rdr+ lim xdx

00 a——o0 [, b—+oco Jg

und beide Limes existieren nicht, aber:

R

Fazit: Man kann die folgende Methode nur anwenden, wenn man schon vorher weif3,
dass das Integral f;oo f(z)dz existiert.

Beispiel 5.10.

/ e 9 / T __de da 1 eine gerade Funktion ist
e 1—|—CL‘2) - o (1—1-,@2)2’ (1+$2)2 g .

oo Feo x -
- / ——+ existiert genau dann, wenn / ——— existiert.
o (1+a2)?

Um das Integral f e f(zx dm zu berechnen, betrachten wir das entsprechende
komplexe Linienintegral fc (2)dz, wobei Cg die Verkettung der Strecke [—R, R]
mit dem Halbkreis Sg = {z € C: |z| = R, Imz > 0} ist.
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Fig. 5.4

Damit die Methode funktioniert, miissen die folgenden zwei Bedingungen erfiillt
sein:

1) f(z) hat endlich viele isolierte komplexe Singularitéten und keine reelle Sin-
gularitéten.

2) R muss grofigenug sein, damit alle Singularitéiten mit positivem imaginéren
Teil innerhalb Cp enthalten sind.

Beispiel 5.11.
flz) = Z—, deg(q) — deg(p) > 2, q(x) #0 Vr e R.
Aus diesen Voraussetzungen und laut dem Residuensatz erhalten wir:
R
/ f(z)dz + f(z)dz = f(z)dz
-R Sr Cr

= (2mi) > res(flz).

2; € G;
Falls RE)TOO Js, f(z)dz =0, ist
“+oo
fla)de = 2mi Y res(flz).

ZiGGE

Lemma 5.12. Fulls f = © eine rationale Funktion ist und g(z) # 0 Vz € R und
deg(p) < deg(q) —2, dann gilt:
—— =

=n =m

R—+o00

lim / f(z)dx = 0.
Sr
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Beweis. Auf Sg (also fiir |z| = R) haben wir

n

an_|_an*1 4. 4 X

p(z) apz™ + -+ ap z - n
|f(z>|: Nl = m - _m ’ bmfl b
q(2)|  [bmzm Ao 2] by el e
c c
SRm_"Sﬁ (C>0).

Daraus folgt max.cs, |f(2)| < 7%, und schliellich

lim f(z)dz
Sk

R—+o00

<
< [Sr|max|f(2)]

C e
< lim 7R-— = lim — =0.
~ R+ R2 R—+oo R

Beispiel 5.13. Wir berechnen /Ho (14?%)2'

Hier ist f(x) = m, q(z) = (1+22?)2, p(x) = 1 und damit degq = 4 > degp+2 =
2. Wir haben
(2) =0<= 2z ==i.

Der Integrand f(z) = 5 hat somit zwei Pole der Ordnung zwei.

1
(14 22)

Der Pol z = +i ist der einzige Pol mit positivem Imaginérteil:

(2-1)
ref(f|i) = lim o _1 I ;;2_1) ((z —1)f(2))

z—1

d 1 ) 1 -2 1

lim — — = =_.
2o dz (H 02 e 20z i) (20 di

:>/+°° dz 5 1 07
=9 — =
. (At a2y 42

5.2.3 Fourier-Integrale

Wir betrachten nun Integrale der Form

- f(x) cos(ax) dx und +OO f(z)sin(ax) dz.

Diese Integrale sind von zentraler Bedeutung fiir die Fourier-Transformation. Dazu
betrachten wir das folgende Integral:

“+oo
(7) e™*dr mit o € R,

—00

wobei f die Bedingungen in 5.2.2 erfiillt.
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Man kann dann beweisen, dass

+o0
f(x) e ™dr = 2mi Z res(f(z) €%|z), falls >0
- Im z;>0
und .
f(z)e™*do = —2mi Z res(f(z) €"**|z;), fallsa <0
- Im z;<0
Daraus wiederum folgt
+oo
f(z) cosaxdx = —27 Im( Z res w‘z|zl)>
- Im z; >0
+00 )
f(z) sinax = 27 Re( Z res(f(z) emz\zi))
-0 Im z;>0
falls « > 0 und
+o0o
f(z) cos(ax)dr = 2w Im( Z res ’O‘Z\zl))
- Im z;<0
+oo

f(zx) sin(ax) dx

falls o < 0.

Beispiel 5.14.

COsS x
—— dx und

+oo
Wir wollen /
1422

— 00

Die Funktion f(z) =

+oo s
SN axr
s du
14+x

1—|—z2

—27rRe< Z res(f(Z) emz|zi))

Im z; <0

mit o > 0 berechnen.

hat nur einen einfachen Pol mit positivem Imaginérteil:

+o0 eiax . iz .
/_Oo T2 dx:27mres<1+z2 z)
o | e (=)
= 27 lim zZ—1
Z—>i (1 + 2z )
eiza
= 27 = me “.
M =me
Daraus folgt
400 +o0
/ ST 4 = we= und / PO e =0
oo 14 a? oo 122
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5.2.4 Einige uneigentliche Integrale, II

Als Letztes betrachten wir das Integral fj;o f(x)dx, wobei f einfache Pole auf der
reellen Achse hat.
Erinnerung:

Sei zy € R ein Punkt, wobei lim,_,,, |f(z)| = +oo gilt und sei [a,b] ein Intervall,
das zg enthilt. Dann ist

To—Q b
(5.1) / f(x)dx = hm f(x)dx + lim f(z)dx

B0 Jao+8

und das Integral existiert genau dann, wenn beide Integrale existieren. Zudem wird
auch der Hauptwert des Integrals f; f(x)dx betrachtet, d.h.

To—¢€ b
pv/ f(x)dx = hm (/ f(x)dx + f(x)dx) :
a xo+€

Die Abkiirzung pv steht dabei fiir principal value.

Falls das Integral (5.1]) existiert, so existiert auch der Hauptwert und beide Werte
sind gleich. Es kann jedoch vorkommen, dass zwar der Hauptwert existiert, aber das
Integral (5.1)) hingegen nicht (Ubung!).

Um diese Integrale zu berechnen, werden wir den folgenden Satz verwenden:

Satz 5.15. Sei [ eine analytische Funktion, die einen einfachen Pol in z = zy € R
hat. Sei v, = {z : |z — 20| = &,Imz > 0}. Wir laufen . in mathematisch positiver
Richtung durch. Dann gilt

lim/ f(2)dz = mires(f|zo)-

e—0

Beweis. Da z = z; ein einfacher Pol ist, kann f als f(z) = ;= + g(2) dargestellt
werden, wobei g analytisch in B(zp,e) = {z € C : |2 — 2| < ¢} ist, und a_; =
res(f|zo). Mit der Parameterdarstellung o — e + zy, o € [0, 7] folgt nun

/f(z)dz:/ Za__l dz+/ g(z)dz
Ye Ye ZO Ye
Tasy, oy
:/ —ige da+/ g(z)dz
o &€ Ve

:ia_17T+/ g(z)dz
= res(f|z0)7ri—l—/ g(z)dz.

Ye
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Daraus folgt

lin% f(2)dz =res(f|z) mi + lin% / g(2)dz
E— Ve E— e

= res(f|zo) i,

da
. <1 0.
iy | ()| < limy s lo(=) e =0
Man beachte, dass die analytische Funktion g insbesondere beschrankt ist. O
Wir mochten jetzt das Integral fj;o f(z)dz berechnen, wobei f(x) = %, degp <

degq — 2, q(wo) =0, ¢'(w0) # 0, p(wo) # 0.

Y
S

To— R x9—c¢ To To+¢€ xo+ R

Fig. 5.5

Sei D das Gebiet, dessen Rand die Verkettung der Strecke [zqg — R, zo — €|, des
Halbkreises —~., der Strecke [xg + ¢, 29 + R| und des Halbkreises g ist, wobei R
gross genug und € > 0 klein genug sein sollen, sodass D alle Pole mit Imz > 0
enthélt. Laut dem Residuensatz haben wir dann

/x:i: f(2) dz+/_% f(2) dz+/xj:3 F(2)dz + /VR f(2)dz = 27rz'm1%:>0res(f\zi)_

Wir berechnen die Grenzwerte fiir ¢ — 0 und R — +o00, und erhalten mithilfe des
Satzes [B.15 und des Lemmas [5.12], dass

ro—E zo+R
lim MO_R f(z)dz+/ f(z)dz} + Jim /mf(z)dz

R—o0 Tote

= 27 Z res(fz;) —li_r)r(l) f(2)dz,

Im z;>0 e
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d.h. (man beachte die Orientierung bei —7.)

pU +00 f(z)dx = 2mi Z res(f|z;) + mires(fl|xg).

- Im z;>0

Es ist moglich, die gleiche Methode anzuwenden, wenn f mehrere einfache Pole auf
der reellen Achse besitzt. Dies ergibt die Formel

“+oo
pU f(z)dx = 2mi Z res(f|z;) + mi Z res(f|z;).
-0 Imz;>0 z; ER
o . T dy
Beispiel 5.16. /_oo o
Die Funktion f(z) = = hat einen einfachen Pol auf der reellen Achse im Ursprung
und einen einfachen Pol, mit positivem Imaginérteil in z = 7. Es ergibt sich zunéchst
1 1 1
res<7,,0):1imz- — = — =
22—z =0 22—dz —
1 1 1
_ ) — 1 — 7). = - = —
reS(ZQ—iz’ Z) Pt (z=1) 22—iz i !

Damit erhalten wir

+o0 d
pv/ — = 2mi res(f|i) + mi res(f|0)

R
=2mi(—1) + mi(i) =2n — 7w =w.00

Foo 1 _ e2mix

Ubung 5.17. Wir berechnen pv /

—o0

dz. Diese Funktion hat offenbar in

2 = ( einen einfachen Pol.

Wir untersuchen dazu das folgende Gebiet G:

Fig. 5.6

Auf G ist die Funktion f(z) = 1_zzm analytisch, deshalb ist [, f(z)dz = 0 und
damit

A - eQm‘:c Tl — eQm‘:c
0= f(z)dz= ———dr — [ f(2)dz+ ———dz+ [ f(2)d=z.
oG z s s z Vr

'
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Weiterhin ist

2
< —
|f(2)] BE
und somit
2 2
s f(2)dz| < L(y,) max|f(z)] < mr max T <7

Daraus folgt
27
<lim — =0

T r—oo ’/"2

und schlieflich

+o0 1— 27rzm
et | e

_ 2wz

= res( 5 O)
z
1 e27riz
=i lim 2z
z—0 22
2miz
= i lim S (—2m)

z—=0 2miz

= 272,
O

Ubung 5.18. Wir berechnen pv / +°° % dz. Diese Funktion hat ebenfalls in x =0

—o0

einen einfachen Pol.

Wir betrachten das Gebiet G von Fig. 5.6 erneut. Auf G ist die Funktion f(z) =
% analytisch, deshalb folgt [ . f oc f(2)dz =0 und

8Gf(z)dz=/j ?@:-/ﬁ@)dw[ Zﬁdaﬁ—/%f(z)dz

Damit gilt

(5.2) pv/+oo i —hm f(z)dz — lim / f(z

00 €T ys r——400

Aus Satz folgt, dass

lim/ f(z)dz =imres (f,0) =im.

s—0
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Wir zeigen nun noch

lim / f(2)dz=0.

r—-+00

Die Halbkreislinie ~, hat die Parameterdarstellung t — re* =
T ir(cost+isint) )
| [

t € [0,n].
<[

Damit ist
m ) /2 )
(53) — / e rsn(®) gy — 2/ e sin(t) gy
0 0

w/2 T
<2 / e ing— (1 — e,
0 2r

eir(cos t+isint)
N 1 7
———1re

dt

ret

r(cost + isint),

Wir haben die Symmetrie der Funktion sin¢ beziiglich der Gerade t = 7/2 verwen-
det, und in der letzten Zeile von (5.3]) wird die einfache Abschitzung sint > 2t/7
(was seinerseits aus der Konkavitdt des Sinus auf [0, 7/2] folgt) vorgenommen.

aus lim, 4o 5-(1 —e™") = 0 folgt schliefllich lim, f% f(2)dz = 0 wie be-

hauptet und damit auch pv / T e =i
— xr

oo

O

Aus obigem Ergebinis erhalten wir das sogenannte Dirichlet Integral | >0 sin(@) g,

00 1 oo iz
oo T oo T
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6 Fourier-Reihen

Dieses Kapitel behandelt Fourier-Reihen. Dabei werden periodische Funktionen durch
trigonometrische Funktionen (Cosinus und Sinus) dargestellt.

Fourier-Reihen spielen eine wichtige Rolle in zahlreichen Anwendungen (z.B.
Signalanalyse, gewohnliche und partielle Differentialgleichungen). Fourier-Reihen
sind wesentlich allgemein verwendbar als Taylor- und Potenzreihen, da sie nicht-
analytische und sogar nicht-stetige Funktionen darstellen konnen.

6.1 Definitionen

Definition 6.1. Falls es ein reelles p > 0 gibt, sodass
flx+p)=f(z) VreR,

heifst f periodisch und p heifit Periode von f. Man sagt auch, dass f eine p-
periodische Funktion ist. Die kleinste Periode wird auch also Fundamentalperiode
genannt.

Beispiel 6.2.
e’ o € R*, ist periodisch mit Periode %

cos z, sin x sind periodisch mit Fundamentalperiode 27. Alle ganzzahligen Viel-
fache von 27 sind ebenfalls Perioden.

Die Summe periodischer Funktionen ist periodisch und das Produkt periodi-
scher Funktionen ist periodisch mit gleicher Periode (nicht unbedingt gleicher
Fundamentalperiode: cos? z —sin? z = cos(2z), sin cos z = % sin 2 haben Fun-
damentalperiode 7).

Sei f eine Funktion, die auf dem Intervall [a, b] definiert ist. Dann kann man
f stets periodisch fortsetzen mit Periode b — a.

Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen einer reellen Variablen mit kom-
plexen oder reellen Werten, f: X — C, X C R.

Definition 6.3. Fin trigonometrisches Polynom vom Grad N ist eine Linearkom-
bination

N N
. a .
Z cr ™ oder 50 + Z ay, cos(kt) + by sin(kt)
k=—N k=1
wobei ¢y oder c_n bzw. ay oder by ungleich null sind. Die Reihen

+oo o]
k; cr ™ oder % + ; ay, cos(kt) + by, sin(kt)

heifien trigonometrische oder Fourier Rethen.

In Definition[6.3 ist die Periode einer trigonometrischen Reihe 27.
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Fragen

(1) Welche 27-periodische Funktionen kénnen durch trigonometrische Reihen dar-
gestellt werden?

(2) Wie kann man die zugehorigen Koeffizienten ay, by und ¢ bestimmen?

(3) Gibt es einen Unterschied zwischen der “reellen” trigonometrischen Reihe (mit
cos(kt) und sin(kt)) und der “komplexen” trigonometrischen Reihe (mit e®*)?

(4) Weshalb sind trigonometrische Reihen niitzlich?

Antworten

(3): Die komplexe Schreibweise der Fourier-Reihen ist vor allem fiir theoretische
Betrachtungen geeignet. Die reelle Schreibweise hingegen wird fiir konkrete Beispiele
bevorzugt. Auflerdem koénnen bei reellen Reihen spezielle Symmetrieeigenschaften
direkte verwendet werden: Wir werden zum Beispiel sehen, dass wir eine Fourier-
Reihen-Entwicklung nur mit sin(kz) (bzw. cos(kz)) erhalten, falls die darzustellende
Funktion ungerade (bzw. gerade) ist.

(4): Um ein physikalisches System zu beschreiben, muss man zuerst ein mathe-
matisches Modell des Systems bestimmen und anschlieend die Losung der entspre-
chenden partiellen Differentialgleichungen finden. Die Losung partieller Differential-
gleichungen kann mithilfe ihrer Fourier-Reihen-Entwicklung dargestellt werden. Dies
ist neben Potenzreihen eine der haufigsten Methoden, explizite Losungen anzugeben.

Beide Varianten enthalten aber den gleichen Informationsgehalt. Um die ¢x(k €
Z) und die ag, bi(k € N) ineinander umzurechnen, betrachten wir ein festes k£ > 0.
Aus €™ = cos T + isin 7 folgt

cr €™ +c_pe ™ = c_y [cos(kt) + isin(kt)] + c_y [ cos(kt) — isin(kt)]
= (cp + c_y) cos(kt) +i(cy — c_g) sin(kt)
= cos(kt) + by sin(kt) ,

und daher

(6.1) ap = cx + oy, by =i(ck —cop), k> 0;

umgekehrt ergibt sich daraus

1 .
(6.2) cr = = (ap —iby), c_p=

5 (ak + Zbk) , k> 0.

N —

Im Fall k£ = 0 folgt unmittelbar by = 0 und ay = 2c¢y.

Auch die Frage (2) erlaubt eine einfache direkte Antwort. Diese ist auf dem fol-
genden Lemma aufgebaut. Vor der Formulierung des Lemmas formulieren, benotigen
wir noch etwas Notation.
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Definition 6.4. Seien f, g 2m-periodische Funktionen. Das Skalarprodukt von f
und g ist durch

()= | S50 d

definiert. Falls (f,g) =0 und f Z 0 und g # 0, heiffen f und g zueinander ortho-
gonal.

Die Norm einer 2m-periodischen Funktion ist durch

117 = (1.5) = 5= [ 1P

™

definiert.

Bemerkung 6.5.

i) Das Skalarprodukt von zwei Funktionen f, g besitzt fast genau die gleichen
Eigenschaften wie das Skalarprodukt von zwei Vektoren in R"™:

o (\M.g) = i(f,g> }W Cc
o (f,Ag) = \f,9)

e (f.9)=19.f)
o (af +bg,h) = a(f,h) +b{g,h)
e (f,f)>0und =0« f=0.

ii) Die Norm einer Funktion besitzt exakt die gleichen Eigenschaften wie der
Absolutbetrag eines Vektors in R".

Lemma 6.6. (Orthogonalititsrelationen)
a) Fiir die Funktionen ey: t — et k € 7, gilt

1 k=1

(e ee) = One ::{ 0 k£l

b) Fir die reellen trigonometrischen Funktionen folgt

/_ﬂ cos(kt) cos(Lt)dt = /_ﬂ sin(kt) sin((t)dt = 76 ((k, ) # (0,0))

/ cos(kt)sin(lt) =0 Vk,¢.

—Tr
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Beweis von Lemma [6.8:

1 T . =7
a) (ek,ep) = o / ekt ettt
1 L
_ z(k—é)tdt
2 J_. ¢
1 ei(k—é)t 7r
— =0 k#/L
_) 2 (k=0)i|_, 7
1
~ or=1 k=1
2T i

. . . . iT —ix
b) Um diese Relationen zu beweisen, kann man entweder die Formeln cos r = <—=f—

—ix

und sinz = ez_zf oder die Additionstheoreme
sinzsiny = % [cos(m —y) — cos(x + y)}
COS T COSY = % [cos(x +y) + cos(z — y)}
sinx cosy = % [sin(:c +y) + sin(x — y)]
verwenden. Die restlichen Rechnungen sind analog zu a). U

Aus diesem Lemma folgt nun unmittelbar die Antwort zu Frage (2).

Satz 6.7. Sei f eine 2w-periodische Funktion, die durch eine trigonometrische Reihe
dargestellt werden kann, d.h. sei

(6.3) f(x) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)

oder

(6.4) f(z) = Z cr, e

Dann gilt:
(6.5) ay = 1 f(x) cos kx dx k>0
m —Tr
1 [" )
(6.6) b = - f(x)sin kx dx kE>1
(6.7) _ /Wf()‘““d keZ
: k=5 B T)e x :

Die Integrale kinnen auf einem beliebigen Intervall der Lange 2w berechnet werden.
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Beweis. Wir werden die Formel fiir ¢ iiberpriifen. Sei f = Z;i’ioo ¢ ex. Wir mul-

tiplizieren auf beiden Seiten skalar mit e,, n € Z beliebig. Es ergibt sich

“+00 “+oo
<f> 6n> = Z Ck<ek> 6n> = Z Ck 5k,n = Cp.
k=—00 k=—o00

Daraus folgt nach Definition des Skalarprodukts

en = (fen) = % /_ F(#) et 0

Definition 6.8. Sei f eine 2m-periodische Funktion. Die Reihen

(6.8) Z cre™ . mit ¢, durch (6.7) gegeben

Qo

5 + Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)

k=1

(6.9)

mit ay, by durch (6.3) und (68) gegeben, heifien die komplere beziehungsweise die
reclle Fourier-Rethe von f .

Die Reihe (6.4) ist der einzige mogliche Kandidat fiir eine Darstellung der Form

Um auszudriicken, dass die ¢; mithilfe von (6.7]) aus f erhalten wurden, schreibt
man gelegentlich

oder auch cg(f). Selbstverstiandlich hoffen wir, dass ~» unter méglichst schwachen
Voraussetzungen durch = ersetzt werden kann.

Bevor wir fortfahren, definieren wir Folgendes:
Definition 6.9. Die Funktion f: Z — C, k — j?(k:) = (f,er) wird als (diskre-
te) Fourier-Transformierte von f bezeichnet. Die Abbildung f — f, welche einer

periodischen Funktion ihre Fourier-Transformierte zuordnet, wird (diskrete) Fourier-
Transformation genannt.

Im néchsten Kapitel werden wir die kontinuierliche Fourier-Transformation (das
Gegenstiick fiir nicht-periodische Funktionen) behandeln.
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Eigenschaften

o — —

1) Die Fourier-Transformation ist linear, d.h. (f + g) = f +¢ und (Af) = Af fiir
alle A € C.

2) Falls f: R — R (d.h. f ist reellwertig) ist c_; = ¢ fiir alle £ € Z und a; € R,
b, € R fiir alle £ > 0.

3) Falls f eine gerade Funktion ist, gilt by = 0 fiir alle £ > 0 und
2 ™
ap = — / f(z) cos(kx)dx, k=>0.
T Jo
Falls f eine ungerade Funktion ist, gilt ay = 0 fiir alle £ > 0 und

2 s
by = — / f(z)sin(kx)dz, k>0.
T Jo

Beweis. Das Produkt von zwei geraden Funktionen oder zwei ungeraden Funktionen
ist gerade. Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion ist ungerade:

g(x) gerade = /_: g(x)de =2 /Oﬂ g(x)dx

™

g(x) ungerade = g(x)dz = 0. O

—Tr

4) Ist die Funktion f: R — C periodisch mit einer gewissen Periode T > 0 (anstelle
von 27), dann ist ihre Fourier-Reihe gegeben durch:

+oo )
f(t) ~ Z cke%Tm

k=—o0

“+oo
ao 2kt . 2kmt
f(t) ~ 5 + 1521 aj, coSs (T) + by, sin <T),

wobei
T/2 —2kmix
Ck:l f(z)e 5 dx
T J 1
T/2
2 2kmx
ar = = (x) cos ( )dm,
T J 1 T
T/2
2 2kmx
b = = f(z) sin ( )dm
T J 1 T



Beuweis. Dies basiert auf der Beobachtung, dass g(z) := f(Lx) 2m-periodisch ist:

T T T
glx+2m)=fl—(@+2n) ) =fl—2z+T|=f(—2) =g(x).
2w 2w 2w
Damit haben wir g(z) ~ 37 ¢, **, wobei

1 s

=5 g(x) e Ry,

Ck

—Tr

Mit der Substitution z = %’T y und dz = 2% dy folgt somit

1 T/2 27 ik 22t
Cr g(—y)eﬁr ™ dy

" o7 2\ T
1 /T/2 -

= — fly)e ™ m¥dy.
T J_rp

SchlieBllich erhalten wir

Beispiel 6.10.

Trigonometrische Polynome sind ihre eigenen Fourier-Reihen. Sehr dhnlich ist
es fiir (algebraische) Polynome in sint und cost.

o costt+sin*t = (cos?t)? + (sin?t)?

B cos2t + 1 2+ cos2t —1\?
N 2 2

2
1 9 _coth 1
—Z[Qcos(Qt)—l—Q}— 5 13
_cos4t+1+1_3+cos4t
N 4 2 4 4

(eit _l_e—it)n 1 n (n) Wit (bt
OCOSn(t):in:—n ettt e TR,
2 2n < k

=0

Wir betrachten die Funktion
A cos <wt—z), te [O,Z}
2 w

o= 0, te[—g,o].

Diese Funktion beschreibt einen Wechselstrom mit Kreisfrequenz w.
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Wir méchten die Fourier-Reihe von f finden. Hier ist die Periode T = 2%, sodass

w

2k 2kmw i
— = = kw.
T 2
T T
w w
Fig. 6.1

Auf dem Intervall [0, 7] haben wir f(t) = Acos(wt — §) = Asin(wt). Die Fourier-
Reihe ist

(ar cos(kwt) + by sin(kwt)),

NE

)~

e
Il
—

wobel
ks

ap = : Asin(wt) cos(kwt) dt

ENES
N

us

b = : Asin(wt) sin(kwt) dt.

ENES
N

Wir erinnern uns, dass
sin(wt) cos(kwt) = = [sin[(k + 1)wt] + sin[(1 — k) (wt)]]

sin(wt) sin(kwt) =

N = N =

[ cos[(k — 1)wt] — cos[(1 + k) (wt)]].

Daraus folgt

™

a = % /0 (sin[(k + Dwt] + sin[(1 — k)wt])dt, k>0,
b, = % /ow (cos[(1 — k)wt] — cos[(1 — k)wt])dt, k>0.
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Die Auswertung dieser Integrale ergibt dann

s

ag = Aw [ 2sin(wt) dt = Aw (= cos(wh))
2 Jo s w 0
24
o
A 5 2t Aw @
a; = St sin(2wt) dt = _cos 2wt Aw
2 Jo 2w T o
=0
k2 Aw 1 E 1 E
E ) S 1L+ Bwt)| - — 1— k)t
ag 5 { i cos ((1+ k)wt) T AR cos (( Jwt) i
1

A —cos(1+k)7r+1—cos(1—k:)7r
2 1+k 1—k

1-1 1-1
——I——) =0, k ungerade ,

A
2
] A 1) 1-(=1)y 24 1
%( +k @ 1-F )_ T gy Feerade,

by = % /OZL <_ cos ((1 + k‘)wt) + cos ((1 _ k)Wt))dt k1

_ wA sin (1 + k)wt) “  sin (1 — k)wt) w
Con (1+Fk)w 0 (1—-Fk)w 0
=0
wA [© wA ™ A
bl—g . (—COS(QWt)—Fl)dt—%a—?

Daraus folgt, dass die Fourier-Reihe von f gegeben ist durch

A A 2A & cos(2kwt)
fO) ~ 2+ 3 sinwd) + 2= 5 (1+2k)(1— 2k)

Manchmal haben wir eine Funktion, die auf einem Intervall [0, L] definiert ist.
Wir kénnen dann die Funktion auf die ganze reelle Achse periodisch fortsetzen.

Beispiel 6.11.

%x, xe[(),—]
fle) = 2a L
Z(L-2), ve [E,L],



wobei a > 0, L > 0.

Y

o -L 1 L
2 2
gerade Fortsetzung

Y

Nl

Y

ungerade Fortsetzung

Manchmal ist es besser, eine gerade Fortsetzung zu haben (d.h. Fourier-Reihe mit
bry = 0), manchmal wird aber eine ungerade Fortsetzung (a, = 0) geeigneter sein.

Welche Fortsetzung (gerade oder ungerade) besser ist, hingt von der Anwendung

(etwa den Randbedingungen der partiellen Differentialgleichung) ab.

91



Gerade Fortsetzung

b, =0, Periode T =2L

T/2

ap = % s f(z)dz = %

ag = % _i//z (x) cos (%Tﬁx> dx
= % /OL f(z) cos (Wf%x)dx
— % /OL/2 2337 cos (Q;Wx)dx - % /L; 2% (L — ) cos (2]{% :)s)dx
= - - - (mittels partieller Integration)
= ;:2 (2 cos (%) — cos(km) — 1).

Ungerade
ar=0 T =2L
by = % _j/; f(x)sin (21{;_7r [E)dl’ = % /OLf(z) sin (21{;_7r [E)dl’

Jetzt mochten wir die erste der eingangs gestellten Fragen beantworten: Welche
periodische Funktionen kénnen durch trigonometrische Reihen dargestellt werden?

Die Antwort zu dieser Frage ist sehr schwierig, es gibt dazu umfangreiche ma-
thematische Literatur. Wir werden aber einen Satz beweisen (bzw. einen Spezialfall
davon).

Satz 6.12. Sei f eine auf [—m, 7| definiert 2m-periodische Funktion, die stiickweise
stetig ist und fir die in jedem Punkt in [—m, | die linke und die rechte Ableitung
existiert. Dann ist die Fourier-Reihen-Entwicklung von f auf [—m, | konvergent.
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Die Summe der Fourier-Reihe ist

+o0 '
Z cp €77 = f(x), bzw.
k=—o00

% + Z a cos(kxz) + by sin(kx) = f(z),

k=1

in allen Punkten x € [—m, |, in denen f stetig ist, und

Z cy, e :% lim f(z)+ lim f(@)] baw.

k——o00 Z‘—)SEO SC—)Z‘O

a - :
EO + ; ay, cos(kxg) + by sin(kxg) =

[hm f(z)+ lim f(z)]

(E—)ZBO (E—)ZBO

N~

fir alle Sprungstellen xo € [—m, 7.

Beispiel 6.13. (Rechtecksignal) Sei

f(x) = und f(x 4 27) = f(x).

—a, —-1mT<z<0,
a, O<z<m,

Diese Funktion bezeichnet man auch als Rechtecksignal; sie beschreibt ein peri-
odisches Signal, das zwischen zwei Werten hin und her schaltet, und entsprechend
als Graph einen rechteckigen Verlauf aufweist. Wie man sehr schnell nachrechnet,

ist die Fourier-Reihe von f gegeben durch

o)
=3 5
s

k=0

sin((2k + 1)z) ;

man beachte, dass f ungerade ist.

Der Satz besagt nun, dass fiir alle x # nw, n € Z,
=
o

Falls x = nm, so folgt

sin((2k + 1)z) = f(x).

Y T— —a+a 1
— Z 2k+1 sin ((2k + L)nm) =0 = 5 —5[

k=0

lim f(z)+ lim f(z)],

T—nTT z—+7T

iibereinstimmend mit dem Satz.



1 _m

onm+1 4°

Ubung 6.14. Zeigen, dass S (—1)"
n=0

Hinweis: Betrachten Sie die Fourier-Reihe von f(x) im Beispiel in einem
geeigneten Punkt.

Beweis des Satzes[6.14. Wir werden annehmen, dass f zweimal differenzierbar ist
und die Ableitungen stetig sind, sonst ist der Beweis zu schwierig. Fiir k£ # 0 folgt
dann mit Hilfe partieller Integration

" 1 —zkx
/ f(z dx = Y f(z)
- —zkx
+27T T / f'(z dx
1 1 et " "
- —z xd
o ik (—ik:) o e / G v

_'_ T 2_]{:2 / f// —zkwdx

Infolge der Stetigkeit von f” existiert ein M > 0 so dass

—ikx
B 27r ik / f'a du

f’(fﬂ) i

|f"(x)] <M, Vzxel|-nmnl.

Daraus folgt, dass

|ck|

1 " M
<o | P@lde< g

Mit einem analogen Argument erhalten wir aus der Stetigkeit von f

™

V@KMJMHMS%/Mmmgm.

—T

Insgesamt folgt dann

+o0o
Zcelkw<Mo+Z g_MO+2MZ/{;2 +00.
k=—o00 k=—o00

Nach dem Konvergenzkriterium von Weierstrafl ist daher die Fourier-Reihe von f
gleichmaéssig konvergent.

Die anderen Teile des Satzes werden wir hier nicht beweisen, da die Beweise zu
aufwindig sind bzw. fortgeschrittenere Mittel benttigen. O
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Ubung 6.15. Zeigen Sie, dass > % = %2

n=1
Losung der Ubung 6.15.
Die Losung demonstriert eine der einfacheren Anwendungen von Fourierreihen. Die
Idee ist Fourier-Reihen-Entwicklungen elementarer bzw. (relativ) einfacher Funktio-
nen zu verwenden, um damit (unter Beriicksichtigung des Konvergenzresultates in
Satz[6.12)) die Grenzwerte von Reihen explizit zu bestimmen. In diesem Fall kénnen
wir beispielsweise f(r) = (z — m)? betrachten.

Die Funktion kann zwar auf ganz R definiert werden, wir wollen f(x) aber nur
auf [0, 7] betrachten und dann auf R zu einer geraden 2w-periodischen Funktion fort-
setzen, um auf diese Variante dann in eine Fourier-Reihe mit ausschliefSlich Cosinus-
Termen zu entwickeln.

aozg /Wf(x)dx: /Ow(x—ﬂ)2dl':3£($—ﬂ')3

2w

T Jo
2 [T 2 [T )
an = — /0 f(z) cos(nz)dx = - /0 (x — m)° cos(nz)d

= mittels partieller Integration

_ 2 [sin(nz) (z — 7)? T /7r 2 — ) sin(nz) dzz]
m n o Jo n
2 2 T
=— |2(z —7) cos(;z:c) - cos(nx) dx]
m n o 1% Jo
2 [2r 2 sin(nz)\ |" 4
= — _— —l— _— —_— - —
T [n?  n? n 0 2
2 00
Daraus folgt, dass (x — 7)? = % + > % cos(nzx), x € (—m,m). Speziell fir x = 0
n=1

erhalten wir
2 o0 o0 2
g T 1 1 =
R ST M
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6.2 Konvergenz

Die Konvergenz einer Fourier-Reihe ist nicht besonders gut, bzw. benétigt starke
Voraussetzungen (f € C? = gleichmiissige Konvergenz).

Beispiel 6.16. Wir betrachten die Fourier-Reihe von f(z) = x, wobei x € [—7, 7]
und f(z + 27) = f(x).

Fig. 6.4

Es ist einfach zu sehen, dass ak = 0 (da f ungerade ist) und b, = 2 [ 2 sin(kx)de =

2(_2“1 ,sodass f(z) =23 7 1 k sin(kx). In diesem Fall ist die Reihe 2"/ | ‘SHLM
nicht konvergent in (0, 7) (d.h. die Fourier-Reihe von f ist nirgends absolut konver-
gent). Dies folgt aus

| sin(kz)| S sin?kzr 1 — cos(2kx)

k -k 2k

Die Reihe > 7, COS(%I konvergiert, aber bekanntlich ist

o

1

2k
k=1

= +o00 !

In der Néhe der Sprungstelle einer Funktion tritt ein weiterer unangenehmer Effekt
auf, der Gibbs Phénomen genannt wird. Sei

N
— 2 Cr ezkm

k=—N

die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f. Das Gibbs Phédnomen tritt bei
der Approximation von f durch sy in einer Umgebung einer Sprungstelle tritt auf.
Es handelt sich dabei um Uberschwingungen, d.h. nahe solcher Sprungstellen ist
die Approximation sy signifikant gréfler als die Originalfunktion. Man kann diese
Uberschwingungen genauer analysieren, und stellt dabei fest: 1) Die Hohe der Uber-
schwingungen, d.h. der Fehler f— sy, betriagt etwa 18% der halben Sprunghohe; und
gravierender, 2) der Effekt verschwindet nicht (wird nicht kleiner) durch Hinzunah-
me weiterer Terme zur Partialsumme, er ist nur ndher zur Sprungstelle konzentriert
(die Uberschwingungen haben eine hohere Frequenz).
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A 1187T

-7
—1.187

Fig. 6.5

In Ubereinstimmung mit Satz 612 hat man daher hier in 2 = 7 keine (punktweise)
Konvergenz.

Ein anderes Konvergenzresultat trifft jedoch immer zu, ndmlich

1

21 3
If = sn| = (% /0 s (t) —f(t)|2dt) — 0 fiir N — +o0,

wobel sy =Y oo ycpe® und ¢ = 5= [ f(x) e”**dz. Auferdem ist sy die beste
Approximation von f durch jedes trigonometrische Polynome vom Grad hochstens
N, d.h. fiir jedes andere trigonometrische Polynom p des Grades < N ist ||f — p|| >

1f = sl

Bevor wie zu diesen Konvergenzaussagen zuriickkommen, beweisen wir einen
Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten und || f||* (dies entspricht einem
Zusammenhang zwischen der Gesamtenergie eines Signals und den Anteilen der
verschiedenen Frequenzen)

Satz 6.17. (Parsevalsche Gleichung)

Sei f eine 2m-periodische Funktion mit || f||* < oo und es seien {cy ez, {ar }ren, {0k }r>0,
die Fourier-Koeffizienten von f. Dann gilt

1 2w

+0o0
1> = o . [f@)Pde = el
k=—00

ag 1 <= 2 2
= Z+§E (lax]” + [bx|%)
k=1
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Beweis. Schritt 1: Als Vorbereitung betrachten wir zunéchst ein beliebiges trigo-
nometrisches Polynom p(z) = Zsz_ ~ k€% Aus den Orthogonalitétsrelationen
erhalten wir dann

[ viorie= [ (£ (£ e

k=N
T N N
= > lwldr =21 > |yl
T h—_N k=—N
und
T T [e’¢) N
st = [T act)( 30 e )i
—T - k=—00 n=—N

N N
:/ Z Cr 7 = 2T Z Cr Vi
T n=—N n=—N
T N N
=>27T||f—p!|2=/ [fPdz —47Re D a7 +2m Y |l
- n=—N n=—N
wobel wie bisher

ck:i/ f(t)e ™at.
2t J_.

Ausserdem gilt

27T||f—p||2=/_ |f—p|2da:=/_ (f — )T - P)da

:/ \f|2dx—2Re/ f]?dx—i-/ Ip|*dz.

Schritt 2: Zur Vereinfachung nehmen wir wieder an, dass f € C?(R). Nach Satz
6.12 wissen wir dann bereits, dass f(x) = Y oo cxe™® mit Ausnahme von (fiir
die Integration unwichtigen) Sprungstellen. Im Beweis von Satz hatten wir
auBerdem gezeigt |c| < 7. Mit einer Rechnung analog zu [”_|p(z)|*dz aus Schritt
1 erhalten wir dann

21
27r||f—sN||2=/ 1 — syt
0

L/QW O
0
oo

=27 i |ex|? < 2mM? Z %.

k=n+1 k=n+1

2

Ck

k=n+1
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Da Y7, & konvergiert, folgt aber > .| & — 0 fiir n — +00. Aus der Dreiecks-
ungleichung schlieffen wir daher

o 1

I 1?2

[lsull = 171 < llsw = 11 < )2t (3 )
k=1

und somit
lm [|s,|| = [[f]| bzw. lim [|s,[]* = || f]*.
n—o0 n—oo

Andererseits ist nach Schritt 1 mit p = sy

2 [sa? = / s [2dz = Z exf?.

k=—N
Zusammen folgt schliefflich

“+oo

1 2 )
— dt = %, O
o ) WPa=3 el

Nun kénnen wir zu den schon erwidhnten Konvergenzaussagen zuriickkehren.

Satz 6.18. Sei f eine 2m-periodische Funktion. Dann:

1) |If —snll = 0 fir N — +oc.

2) ||f=pll = ||f —sn|| fir alle N und alle trigonometrischen Polynome von Grad
< N.

Beweis. 1) Wie in Schritt 1 des Beweises von Satz [6.17 ist

T N N
2|l f = pl? = / [P —dxRe 3 a7t 2m S Pl
- n=—N n=—N

Mit p = sy und daher v, = ¢ erhalten wir

2|lf — s = / |fPda — 4x Z jexf? + 2 Z oxf?

k=—N k=—N
/ fPde — 2r Z a2,
k=—N

Nach Satz geht die rechte Seite dieser Gleichung aber gegen 0 fiir N — oc.
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2) Wir zeigen dazu | f — p||* — || f — sn||* > 0.

2n(|1f =l = IIf = snll)
T N N
:/ | f|*dz — 47Re Z Cr Y 2T Z Yk |2
- k=—N

k=—N
. N
—/ | Pda+ 27 > el
- k=—N
N N
=2 Z (J7]* = 2Re (e 7)) + |cu]?) = 27 Z |k — cx]* > 0.
k=—N k=—N
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7 Fourier-Transformation

7.1 Definition der Fourier-Transformation

Wir haben gesehen, dass jede T-periodische Funktion f(x) durch eine Fourier-Reihe
> e P dargestellt werden kann.

Das bedeutet,dass jede solche Funktion als Superposition (unendliche Linear-
kombination) von Funktionen der Form e dargestellt werden kann, wobei k iiber

die Menge {--- — 2%,0, %’T, 4%, ... } lauft.

Der Abstand Ak zwischen zwei benachbarten Werte von k ist %’T Fiir grofle T
liegen diese Frequenzen immer néher beieinander.

Angenommen, es stiinden plotzlich alle Frequenzen zur Verfiigung, liele sich
“T" — +00” erreichen, d.h., konnten dann auch nicht-periodische Funktionen
auf ganz R dargestellt werden?

Schauen wir uns an,, was in diesem Fall passieren wiirde.:

Sei also ¢ eine nicht-periodische Funktion auf R, die wir zunéchst im Intervall
[—%, %] darstellen wollen (natiirlich mit dem Hintergedanken dass 7' — 400). Auf
=33

—5, 5] ldsst sich ¢ in eine Fourier-Reihe entwickeln:

—+00
27,27
(,0(1') _ Z Ckesz:c

k=—00

“+oo
_ 1 k2 —ik2—”y
(7.1) =D 7T /—g p(y)e 1 ¥dy

k=—o00

T

]_ 2 27T - 21k

—— - =i (@=Y) .
o ) e(y) T d e y

Der unterklammerte Faktor kann nun als Riemannsche Nadherungssumme fiir das
Integral

+oo
(7.2) / eMEY) g\

o0

aufgefasst werden.
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Y

~—~
AN

Breite eines Rechtecks A\ = 2%

Fig. 7.1

Setzen wir ((C.2) in (ZI]) ein und lassen T' gegen Unendlich streben, so erhalten wir
die Formel

| A i\ i\
o =5 [ [ et ayerar
::4,:0\,()\)

Die Funktion @(A) iibernimmt offenbar die Aufgabe der Fourier-Koeffizienten c,,
indem sie angibt, wie stark die Schwingung ¢ in der Funktion ¢ vertreten ist.

Definition 7.1. FEine Funktion f: R — C heifit absolut integrierbar, falls

+0o0
/ |f(x)|dx < 400

gilt.
Definition 7.2. Sei f: R — C eine absolut integrierbare Funktion. Die Fourier-
Transformation von f ist die Funktion

(7.3) Flflw) = fw) = fly) e “Vdy.

—0o0

Die Fourier-Transformation einer Funktion wird auch Spektralfunktion genannt.

Wir bemerken, dass f(w), fiir alle w € R, wohldefiniert ist, weil fj;o |f(x)|dx <

+00. Dartiber hinaus ist f von selbst stetig (auch wenn f Sprungstellen aufweist)
und geht mit w — oo gegen 0.

Anmerkung:

~

Anstelle von (T3] sind auch die folgenden Definitionen fiir f(w) gebrauchlich:

1 “+00 “+oo

E f(y) e ™“dy, f(y) e >™¥dy.
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Der zugehorige Formelapparat sieht jedoch anders aus, aber inhaltlich bleibt die
Theorie bleibt selbstverstandlich die gleiche.

Definition 7.3. Sei f: R — C eine absolut integrierbare Funktion. Die inverse
Fourier-Transformation von f ist die Funktion

1 [+

(7.4) FUAW) = fly) = o= (w)e™Vdw .

o)

Wir mochten festhalten, unter welchen Voraussetzungen f durch ein Fourier-
Integral dargestellt werden kann. Das geht unter geeigneten Voraussetzungen.

Satz 7.4. [Fourier Integralsatz 1] Sei f: R — C eine absolut integrierbare Funktion
mit absolut integrierbarer Fourier-Transformation (fj;o |f(w)|dw < +00). Dann ist

f stetig und es gilt
1 Feo

f) =5 Flw)e™tdw.

—0o0

7.2 Interpretation der Fourier-Transformation

~

f(w) gibt an, mit welcher Amplitude (und Phase) die Frequenz w in der Funktion
f auftritt. Sie heifit daher auch Spektralfunktion von f.

o~

Die w-Werte, fiir die f(w) # 0 ist, bilden zusammen das Spektrum der Funkti-
on f. Eine periodische Funktion besitzt ein diskretes Spektrum, da nur ganzzahlige
Vielfache der Grundfrequenz in der Fourier-Darstellung einer solchen Funktion auf-
treten.

Beispiel 7.5. Sei

1 t € [—a,a

0 sonst

F(t) = Laat) = {

die charakteristische Funktion des Intervalls [—a, a]. Dann ist

flw) = (t)e ™tdt :/ e "tdt

a wa

et — e~ 2sin(wa)

W w

e—iwt

—w

—a

Die Funktion f(¢) hat kompakten Trager, der Triager ihrer Fourier-Transformation
ist aber die ganze w-Achse. Auflerdem, die Fourier-Transformierte f ist nicht absolut
integrierbar, und entsprechend

1 [t

~

TO#5- | flw)e™ duw.
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Beispiel 7.6. Wir mochten jetzt die Fourier-Transformierte der Funktion f(t) =

ﬁ, mit £ > 0 fest, berechnen. Wir haben bereits in Beispiel 5.14] das Integral

I{a) = f_+°O < It berechnet. Das Vorgehen in diesem Fall ist vollkommen analog.

oo 1+t2
Die Funktion g(z) = kﬁ—:zz hat in der oberen Halbebene einen einfachen Pol an
der Stelle zy = ik, und in der unteren Halbebene einen einfachen Pol in z; = —ik.

Deshalb folgt

+o00 iat itk
I(a):/ %dt:QWie. Zze_o‘k, falls a >0,
und

+00 62at T ok
[(Oé): . mdtzze y fallsozSO.

Daher kénnen wir I(a) = T e ¥l kiirzer schreiben, und entsprechend

us
k

Flwy = 0.

Die Funktion J? ist absolut integrierbar. Folglich kénnen wir auch die Inverse Fou-
riertransformation explizit berechnen:

1 - T =kl gitw gy — E /+0<> e cos(tw)dw = E Re /+0<> ek q,
2 J_ o k k Jo k 0
1 e(—k—i—it)w 0 1 1 1
e L TR T e W

Bemerkung 7.7. Die Voraussetzung in Satz [[.4] dass J?eine absolut integrierbare
Funktion sei, ist sehr stark und in vielen Féllen nicht erfiillt.

Es gilt eine weitere Version von Satz [[.4}

Satz 7.8. [Fourier Integralsatz 2] Sei f absolut integrierbar und stickweise stetig
differenzierbar. Dann gilt fir jedes t € R:

.f(t_) ;_ f(t+) = pv % e f(w) eiwtdw

lim ! /R Flw) e“td
= 1 —_— (& w
2 R

R—+o00

(Die Existenz von pu (5= f_Jr;o f(w) e“tdw) ist eine Folge der Voraussetzungen).
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Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(t) = 1|_, . Wir haben bereits gese-

hen, dass
~ | 2sin(aw)

flw) =

w
Gemif Satz [7.8 gilt

f@T)+ f(t) :pvi /+°° 2 sin aw it gy,
2 2 J_ w

[e.e]

Wir kénnen das Integral auf der rechten Seite direkt berechnen,

R : R a
/ 2sin o e™tdt :/ (/ e‘iwsds) e dw
-R w -R —a
a R )
:/ (/ e“(t_s)dw)ds
—a -R

:2/ sin R(t — s) s

t—s

—a

R(t—:s):TQ/R(H“) sin 7 dr = ()
R(t—a) T

In Ubung 518 haben wir gesehen, dass / SINT % / SINT g, und daher

0 T T

0 : R(t+a)
(*):2/ ST d7'+2/ ST dr.
0

R(t—a) T T

Wir betrachten den Grenzwert R — 400 und erhalten

(

T
0 t>—a
R(t+a)
lim ST dr = 0 = _—q
R—+o00 0 T
_r t< —a
\ 2
( g t<a
0 .
sin T
lim dr = 0 t=a
R—+o0 R(t—a) T - t
\ —5 > a.
Deshalb:
1 It| < a
1 R(t+a) . 1
lim —2/ T gr={ = Jt|=a
R—+oo 27 R(t—a) T 2
0 |t >a.
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Beispiel 7.9. Wir méchten die Fourier-Transformierte von f(t) = e a > 0,
bestimmen. Fiir den Fall o = % erhalten wir dabei die Fourier-Transformierte der
Normalverteilung;:

Fig. 7.2

Wir haben . .
for= [ foeti= [ enar,

o0

Nun gilt at? + iwt = (ot +

; 2 2
w w :
5 \/a) + 4=, sodass erhalten wir

—~ +oo 2 it w2 t+oo (Va2
f(w) :/ e T Ww = e 1 / e ava’l dt

o0

1 R
Va .

Der letzte Schritt umfasst dabei einige Details: Nach der naheliegenden Substitution

z = /at+ 5. haben wir zunéchst KEINE reelle Variable mehr, und wir integrie-

ren auch nicht mehr entlang der reellen Achse. Dieser Schritt bedarf daher einer
entsprechenden Rechtfertigung (siehe Ubung).
“+oo
Das Integral / eV’ dy lésst sich jedoch sehr einfach mithilfe des folgenden

—00
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Tricks berechnen:

Foo 2 2 Foo 2 Foo 2
I? = (/ eV dy) :/ e’ ” d:c/ e Vdy

e~ @) g dy

= Polarkoordinaten
+o0o 27 )
= / / e " rdrdo
0 0
2 oo
(e
— [ =T
Insgesamt folgt
o~ T w2
N R
Flwy=y/Te

7.3 Rechenregeln

Anstatt die Fourier-Transformierte einer Funktion mithilfe der Definition zu berech-
nen, ist es hdufig giinstiger, dies mithilfe einer der vielen Rechenregeln auf einfachere
Funktionen zurtickzufiihren.

Seien f, h absolut integrierbare Funktionen (ebenso ggf. f',tf, ... )

a) (af + Bh) = af + fh, Va,B € C (Linearitit).

b) g(t) =Ty f = f(t —a) = G(w) = flw) e~

o~

c) g(t) := f(é), a>0= g(w) =af(aw).

d) g(t) = e f(t) ,wo € R = G(w) = f(w — wp).

Beweis. a) - d): Definition und Koordinaten-Wechsel. O

e)

g(t) = f(t) = Gw) =i f(w)

g(t) = f"(t) = Gw) =—w[(w)

g(t) = fO(t) = Glw) = (iw)* fw).
Beweis. Partielle Integration. O
D (1) =1 f(1) = 5(0) = i = (o)



Beweis. Die Aussage erhilt man durch Ableitung nach w unter dem Integral in
flw) = 127 f(t) et O

g) Sei (f x h)(t) die Faltung von f und h, d.h.

+oo

(f *h)(t) = f(y) h(t = y)dy.

—

Dann ist (f x h)(w) = f(w) h(w).

Beweis. Der Beweis des Faltungssatzes ergibt sich durch Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge in einem Doppelintegral und die Anwendung von Eigenschaft b):

(F *h)(w) = /_ +OO( _:O f(v) h(t—y)dy) e~ dt

- /_ ::O fy) ( /_ :O h(t —y) e‘it“dt) dy

= fly) e h(w)dy

O

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation in der fol-
genden Tabelle zusammen:

Funktion | Fourier-Transformation Anmerkung
flx) £(&) = [ fa)e ™ da Definition
af (z) + bg(x) af(€) +bg(€) Linearitét
flz —a) e~ F () Translation im Definitionsbereich
flazx) &) Streckung im Definitionsbereich
f(@) 21 f(—¢) Dualitiit
i f (x) (i€)" f (€)
2" f () i" 1)
Fxg(a) F(©)a(&) f % g ist die Faltung von f und g
fx)g(x) =(f % 9)(©)
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Wir werden im néchsten Abschnitt noch mehr {iber die Faltung und ihre Ei-
genschaften sprechen, mochten aber zuerst in einem Beispiel diese Rechenregeln
anwenden.

Beispiel 7.10. Wir betrachten die Funktion f(t) = te .

Fi) = () =( - 57 )@ 2 -5 (@) (w)

w2

1 1
-3 iw(e ) (w) = -5 iw/Te T,

e

Die Rechenregel e) liefert unmittelbar eine Methode zur Losung linearer Differen-
tialgleichungen.

Beispiel 7.11. Sei f eine Funktion, die der Differentialgleichung

f#)+ f(t) = o(t)
geniigt, wobei (1) = I_y 1y(%).

Wir wenden die Fourier-Transformation auf beiden Seiten an. Wir erhalten:

—

() +[=¢=iwfw)+ [w) = 3w).

Dies ist keine Differentialgleichung mehr (sondern eine algebraische Gleichung), und

o~

wir kénnen sofort nach f(w) auflésen. Fiir alle w € R folgt

Nach Satz [[.§ haben wir

1 * pw) ¢
t) = — 2 “dw.
f( ) P 2 /_oo 7 ¢

14w
A 2sinw )
Zusammen mit p(w) = bekommen wir dann
w
1 too i ,
ft)=p PINY ity

Yon oo (I +iw)w

Mithilfe des Residuensatzes folgt schliefSlich

(

0 t< -1
f) =4 et —e 0] ¢ >1
1 —e 0+ lt| < 1.
\
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Hinweis: Betrachten Sie die Funktion

Sin(z) int e* — T2 it _eiz(l-i-t) + eiz(t—l)
gle) = ) o |
2(141iz) 2iz(1 +iz) 22(z — 1)

Die oben angewandte Methode liefert uns “nur” eine partikuldre Losung der Dif-
ferentialgleichung. Wie immer bei linearen Differentialgleichungen erhélt man die

allgemeine Losung dann durch Addition der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung f'(x) + f(x) = 0. Also:

L[ ) -
fallg(t) ZPU% /_OO m e’\tdt+ce ¢ c € R.

7.4 Einige Eigenschaften der Faltung

Seien f und g zwei integrierbare Zeitsignale. Die Faltung (oder auch Faltungspro-
dukt) f x g ist wie folgt definiert:

+oo +oo

(7.5) (f xg)(z) == flz —1)g(t)dt = ft) g(x —t)dt.

Die Funktion f % ¢ ist mindestens so regulér (stetig, differenzierbar, usw.) wie die
“bessere” der beiden Funktionen f und g. Diese Operation verhélt sich in der Tat
wie ein Produkt, d.h. die Faltung hat dhnliche algebraische Eigenschaften wie das
“gewohnliche” Produkt f - g:

fxg=gxf (Kommutativitéit)
(fxg)«h=fx(gxh) (Assoziativitit)
(afi+Bf2) xg=afixg+Bfaxg, Va,8€C (Linearitit)

(Taf)*g:Ta(f*g), a € R.

Beispiel 7.12. Ist A eine beliebige Teilmenge von R, so bezeichnet man die cha-
rakteristische Funktion dieser Teilmenge mit 1 4:

1, reA
Ly(z) =
0, ze€A°=R\A

Die Rechtecksfunktion

]l[oﬂ (:l?) ‘R — R, ]1[0,1](15) =
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ist integrierbar. Sei f ein beliebiges Zeitsignal, so ergibt sich mit (7.5]) fiir ein gege-
benes x, dass

+o00
Ly f(z) = /_ Lo (x —t) f(t)dt

-/ :f(t)dt;

denn im ¢t-Intervall [x—1, z] ist g jj(x—t) = 1 und fiir alle anderen ¢ ist Lo yj(x—t) =
0. Die Formel (.0)) lasst sich folgendermaflen interpretieren: Die Abbildung

(7.6)

]1[071]* : f — ]1[071] * f

ersetzt das Zeitsignal f durch den Mittelwert von f “{iber die letzte Sekunde”. Dieser
Mittelwert dndert sich triager als die Funktion f selbst.

Wir untersuchen die Regularisierungseigenschaft der Faltung betrachten.

Beispiel 7.13. Wie man leicht nachrechnet, gilt

T x € [0,1]

Ljo,1y * Lpo1y(x) = / Lgy(t)dt =< 2—x x € [1,2]
r—1

0 sonst .

Fig. 7.3

Der Tréger von Ly * 1jg ) ist also [0,2]. Es ist einfach (aber etwas aufwéndig) zu
sehen, dass 1o 1) * (L) * Ljo1)) “glatter” als Ly * Loy ist mit Tréger [0, 3]. Dies
setzt sich fort bei Hinzunahme von weiteren Faktoren I ;p*.
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Lo * Loy = (1 = [z = 1))*
= max(l — |z —1[,0)

Fig. 7.4

Durch die Faltung mit 1o ;j* erhélt man also Funktionen, die immer glatter sind
und deren Tréger immer grosser werden. Diese Funktionen sind stiickweise Polynome
und werden B-Splines genannt. Sie spielen eine grofine Rolle in einigen Bereichen
der numerischen Mathematik.

By = Ty * (Lo * Ljo,)

Beispiel 7.14. Sei

O(t) :=

e}

sonst

mit 7 > 1 und ¢ = f_ll(l — 2)"dt.
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Fig. 7.6

Eigenschaften von ®:

1) /_+OO O(t)dt = 1,

2) O ist gerade;
3) ® besitzt r — 1 stetige Ableitungen;
4) Der Trager von & ist das Intervall [—1,1].

Mithilfe dieser Funktion ® bilden wir nun die Funktionen

O (1) == % @(é), e>0,

die dieselben Eigenschaften wie die Ausgangsfunktion ® besitzten, aber bezogen auf
das Intervall [—¢, £]. Insbesondere gilt:

+o0o
/ O (t)dt =1, Ve>D0.

o

Sei nun f ein beliebiges Zeitsignal. Dann stellt der Faltungswert

B, f(z) = /_m . (x — 1) f(H)dt

o

- / i — ) f0)t

—€

ein gewichtetes Mittel der f-Werte tiber dem Intervall [z — ¢,z + €] dar.

Fiir e — 0 gilt, dass der Effekt der Faltung mit f daraus besteht, dass die Werte
des Integrals um den Punkt = konzentriert werden, d.h.

(17) lin(@. + f)(z) = f(2)

fiir alle Punkte x in denen f stetig ist.
Da @, eine C"-Funktion ist, ist ®. * f eine C"-Approximation der Funktion f.

A

P

-/
b, x f

113



Fig. 7.7

Wir kénnen das gleiche Argument auch mit . (¢) := ®.(¢) anstelle von ®. anwenden.
Da der Trager von 1. das Intervall [—¢, €] ist, erhalten wir:

(e D) = [ o) fla =0t = [ 00) 50— vy

—€

i / O.(t) f'(w — t)dt

—€

= ®(t) f(w —1)

5f¢wwm~wﬁ=@wfwa

—€
In anderen Worten: Die Faltungsoperation 1.* berechnet nédherungsweise die Ab-
leitung von f und im Limes gilt natiirlich wegen (7)) fiir stetig differenzierbare

Funktionen f

(7.8) li_I)I(l)(’l/Ja x f)(z) = f'(z), VxeR.
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8 Laplace Transformation

Im Kapitel 7 wurde die Fourier-Transformation betrachtet, die ein Spezialfall einer
Integraltransformation ist.

Definition 8.1. FEine Integraltransformation ist eine Transformation der Form

Tf(y) = /X Kz, y) f(o)de,

wobei f (bzw. k(x,y)) eine Funktion auf einer Menge X (bzw. X XY ) ist. k heifst
der Kern der Integraltransformation.

Beispiel 8.2. Fir X =Y = R und k(z,y) = e ™ erhalten wir die Fourier-
Transformation.

Warum braucht man Integraltransformationen?

Die Idee ist die folgende: Wir haben ein Problem auf einer Menge X, das schwierig
zu 16sen ist.Wir konnen dann das Problem auf X mittels einer Integraltransforma-
tion in ein (hoffentlich) einfacheres Problem auf ¥ umwandeln, das Problem dort
16sen, um schliefllich mittels der inversen Integraltransformation die Losung des ur-
sprunglichen Problems auf X zu erhalten. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns
mit einer anderen Art von Integraltransformation, die Laplace-Transformation.

8.1 Definition und Rechenregeln

Zunéchst werden einige grundlegende Begriffe erldutern.

Definition 8.3. Eine Funktion

fit— f(t)

einer reellen Variable t mit reellen oder komplexen Werten, heifit Originalfunkti-
on, wenn sie die folgenden vier Bedingungen erfillt.

i ist auf der ganzen reellen Achse definiert;

S
f st stiickweise glatt;

iii) firt <0 gilt f(t) = 0.

1v

)
ii)
)
)

f wichst fiir t — +oo hdchstens exponentiell, d.h. es gibt reelle Konstanten
o >0 wund M >0, sodass

(8.9) If(t)| < Me™ Vt>0.
Die Menge aller Originalfunktionen heifst Originalraum der Laplace- Transformation.
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Bemerkung 8.4.

1)

Falls f(t) # 0 fir alle t < 0 gilt, konnen wir stets eine zugehorige Originalfunk-
tion g angeben, indem wir die Bedingung ¢(t) = 0 fiir alle t < 0 erzwingen.
Die Funktion

ft)  firt >0
g(t) =
0 firt<o0

erfiillt dann offenbar die Bedingung iii). Wir werden die beiden Funktionen f
und g meist miteinander identifizieren.

Wenn wir z.B. von der “Originalfunktion” f(#) = cos(wt) sprechen, meinen
wir damit eigentlich die Funktion

cos(wt), t>0
ft) =

0, sonst .

Falls o/ > o ist, dann ist stets e”* < e”t. Das impliziert, dass wenn |f(t)| <
M e° gilt, dann folgt auch |f(t)| < M e”t. Wir definieren den Wachstums-
koeffizient von f wie folgt

oo =inf{oc>0:3IM >0:|f(t)| < M, Vt>0}.

Falls oy der Wachstumskoeffizient von f ist, dann |f(¢)| < M " nicht unbe-
dingt gelten muss.

Beispiel 8.5.

i)

t — ' ist keine Originalfunktion, weil es kein o gibt, sodass ot < ¢2 fiir alle
t>0.

ii) Die Heaviside Sprungfunktion H, definiert als

iii)

1, t>0,
0, t<O0,

ist eine Originalfunktion. Thr Wachstumskoeffizient ist oy = 0.

Sei

fult) = wobein =1,2,...



iv)

Die Funktion f, ist stiickweise glatt. Wir wollen zeigen, dass f,, auch eine
Originalfunktion ist, d.h. es gibt M, o € RT, sodass t" < M e fiir alle t > 0.

Tatséchlich gilt fiir alle o > 0

o0 k n4n
ot (Ut> o't
Insbesondere folgt damit
n!
tn S _ ot
O-n

Da diese letzte Ungleichung fiir jedes o > 0 gilt, ist
op=inf{oc >0:3IM >0:t"< Me”, Vt>0}=0.

Es ist zu beachten, dass hier in der Tat die Abschitzung f,(t) < Me® Vi > 0,
fiir jedes M > 0 falsch ist.

Sei a =a+ 13, a,f € R. Die Funktion
eat:6at6iﬁt, tz()’

fit—
0, t<O0,

ist eine Originalfunktion mit Wachstumskoeffizient og = a.

Lemma 8.6. Sei f eine Originalfunktion mit Wachstumskoeffizient oq. Dann exi-
stiert fir jede komplexe Zahl s = o 4+ iw mit o > og das Integral

/ h e St f(t)dt.

0

Beweis. Sei 01 € R, sodass Res = 0 > 01 > 0(. Dann ist

[T < [Tl

SM/ ettt
0

O.(ol—o)t o0 M

0 o — 01

(01— 0)

Wir kénnen das folgende definieren:
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Definition 8.7. Sei f eine Originalfunktion mit Wachstumskoeffizient og. Die kom-
plexe Funktion einer komplexen Variablen

F:sn—>/ e ' f(t)dt € C (Res > op)
0

heifst Laplace-Transformation von f. Wir bezeichnen die Laplace-Transformation
von f auch mit L[f].

Der Unterschied zwischen der Laplace-Transformation (LT) und der Fourier-
Transformation (FT) ist, dass man fiir die LT auch wachsende Funktionen betrach-
ten kann. Andererseits liefern die Werte von f, fiir negative Argumente von ¢, keinen
Beitrag. Die Menge der Laplace-Transformationen heifit Bildraum. Es existieren
verschiedene Konventionen: z.B. wir konnen die Originalfunktionen mit Kleinbuch-
staben und die Bildfunktionen mit den entsprechenden Grofibuchstaben anzeigen,
oder umgekehrt. Fiir uns ist f eine Originalfunktion und F' oder L[f] die Laplace-
Transformation. Eine Ausnahme von dieser Konvention ist die Heaviside-Funktion,
die eine Originalfunktion ist und trotzdem mit einem Groflbuchstaben bezeichnet
wird. Manchmal benutzt man das Doetsch-Symbol fo——eF' aber wir werden diese
Notation wird hier nicht verwenden.

Beispiel 8.8.

Sei f(t) =e*, a € C. Dann ist

o o 1
i = [ e = [ o
0 0

S —«

fiir Res > Reoa.

Sei f(t) =1",n>0

[e.e] _ oo 7_71
L[t"](s) = etgn 7= / e” d
1) = [ e e

n!

= ——  (mit partieller Integration).
s'ﬂ
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8.1.1 Rechenregeln und Beispiele
Die Rechenregeln der LT und die Rechenregeln der FT sind &dhnlich.
1. Llaf + Bg]l = aL[f]+ B L[g], o, €C Linearitit.

Beispiel 8.9.

Llsin(wot](s) = £ {W} (s)

1 1

= 5 L™ (0)) = 5: £e™)(s)

1 1\ wg
C2i\s—iwy s+iwg) s2+wd’

2. Ahnlichkeit
Sei a € R™ und sei g(t) = f(at). Dann ist

Llolis) =~ 217 (2)
Beweis.
cig) = [ e ptanae = T tar
() :

3. Differentiationssatz

Sei f eine Originalfunktion, sodass auch f’ eine Originalfunktion ist. Dann ist

LIf)(s) = s LIf](s) - lim f().

t—0t

Falls auch die n-te Ableitung eine Originalfunktion ist, folgt weiterhin

LIf")(s) = 8" LIf](s) — " lim f(2)

t—0t

_ n—=2 71 / I 1 (n—1)
s"7% lim  f'(t) tl_lgl+ f (1).

t—0t

Bemerkung 8.10. Abkiirzend schreibt man meist

LIf"](s) = s" LIf](s) = "7 £(0) -+ = f771(0)

was im Sinne der ausfithrlichen Formel vorher zu verstehen ist (Achtung dass,die
Ableitung selbst miiss im Nullpunkt nicht unbedingt existieren!).
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Beispiel 8.11.

Lleos(wt)](s) = gB % sin(wt)] (s)

s {% sin(wt)]

Llsin(wt)] - sin(wt)],_,

W S

s?+w?  s24w?

Elw &l &+

4. Multiplikationssatz
Sei f eine Originalfunktion und g(t) = tf(t). Dann ist £[g](s) = —% £[f](s) und

Lt F(1)](s) = (—1)" % LIf(s), n=0,1,2,....

Insbesondere ist L[f] analytisch auf dem Halbraum {s € C : Res > oy}, wobei oq
der Wachstumskoeffizient von f ist.

Beweis. Unmittelbar durch Differentiation unter dem Integral

Sene =5 [t = [Tene o

= —L[tf(t)](s).

5. L[ Jy f(r)dr] (s) = £ £IFI(5)

Beweis. Es ist einfach zu sehen, dass fot f(7)dt eine Originalfunktion ist, falls f eine

ist. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist % Ot f(r)dr =
f(t), und damit folgt aus Regel 3

e =[5 [ s

¢ 0
= sﬁ[/ f(T)dT] +/ f(r)dr. O
0 0
6. Divisionssatz.

Fiir jede Originalfunktion f mit F' = L[f] folgt
L [@] (s) = / F(r)dr

fiir Re s > g, wobei oy der Wachstumskoeffizient von f ist.
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Beweis. Wir setzen g(t) = 1 f(t). Nach Regel 4 ist die Funktion G = L[g] analytisch
auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet Hy = {s € C: Res > op}. Damit gilt
F(s) = L[f](s) = L(tg(t)](s) = —G'(s), und es folgt weiterhin, dass

/5 / G (7)dr = G(s) — Glso)

im Sinne von Integration langs eines beliebigen Weges in H; von s nach sq.

Falls Re sg — 00, erhalten wir

[ Fey = ) = tlalts) - |22 o =

t

Oben haben wir die folgende Eigenschaft benutzt: Fiir die Laplace-Transformation
F' einer Originalfunktion gilt

lim F(s)=0.
R(s)—+oo

Wir werden nun erneut zeigen, dass

> sint
/ﬂd
0 1 2

(Dieses Integral wurde bereits mithilfe des Residuensatzes berechnet).

Wie oben schon gesehen ist L[sint](s) = 7. Nach Regel 6 folgt dann

/ e — sin dt = / Llsint|(T)dr
0 s

/Oo L d T t
= —— dr = — — arctan s.
s 1+72 2

Insbesondere fiir s — 0 und Integration ldngs der positiven reellen Achse folgt,
wie behauptet [ 52 dt = Z

7. Verschiebungssatz

Fiir jedes a > 0 gilt:
LIf(t = a)l(s) = e LIf](s).

(Eine Verschiebung um a im Originalraum entspricht einer Multiplikation mit dem
Dampfungsfaktor e=* im Bildraum).

Beweis. Daa > 0 und f(t) =0 fir t <0, ist f(t —a) =0 fir 0 <t < a. Es folgt,
dass

CIf(t - a))(s) = / Tt — a)de

a/ e Te *f(T)dr
0

= e~ L[f](s). O

T

121



8. Dampfungsregel
Fiir a € C beliebig gilt
Lle* f()](s) = LIf](s — ).

(Eine Verschiebung um « im Bildraum entspricht einer Multiplikation mit dem
“Dampfungsfaktor” e im Originalraum).

Beweis.

/0 gt f(t)estdt = /0 T e toan ft)dt = L[f](s — o). O

9. Satz iiber periodische Funktionen

Sei f eine periodische Funktion mit Periode T' > 0. Dann gilt

Clf)(s) = — /Oe‘“f(t)dt-

] — et

Es ist wichtig zu beachten, dass wir die (auf ganz R) periodische Funktion mit einer
Originalfunktion identifizieren, wie in Bemerkung 841

Beweis. Wir setzen

fo(t) =

0 sonst

Dann kénnen wir f als
F&)=>" folt — kT)

k=0

darstellen
o f(t)
o Jo(t)
T 2T 3T T
Fig. 8.1
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Es folgt, dass

=D L)
= LLAL) 0

10. Faltungssatz

Seien f und g Originalfunktionen. Dann ist

L[f *g] = Lf] L]g].

Beweis. Wir nehmen zunéchst (ohne Beweis) an, dass f * g eine Originalfunktion
ist. Dann folgt weiter

LIS # g)(s) = /OO “S(f e g)(0)dt

[ [
- [aw( [T e >dt)df

[0 [T e g

([ or00) [ o)
L[f

L[gl(s)- O

Wie eingangs bereits angemerkt, wollen wir die Laplace-Transformation zur Losung
von komplizierten Problemen wie Funktionalgleichungen (gewthnliche oder partielle

Differentialgleichungen, Integralgleichungen) verwenden. Die Grundidee der Metho-
de wird hier nochmals skizziert:
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Problem im Problem im

D
>

Originalraum Laplace-Transformation Bildraum
direkte Losung Losung des transformieten
schwierig zu finden Problems

Y Y
Losung im Losung im
Originalraum = Inverse Bildraum

Laplace-Transformation

Fig. 8.2

Vorteil: Differentiation im Originalraum entspricht bei der LT der Multiplikation
mit s im Bildraum.

Ferner ist die Laplace-Transformation eindeutig:

Satz 8.12. Seien f1, fo zwei Originalfunktionen mit Wachstumskoeffizienten o1, oo
und sei

L[f1](s) = L[f2](s), VRes > max(oq,02).
Dann ist f1(t) = fo(t) an allen Stellen t, an denen f1 und fo stetig sind.

Definition 8.13. Fine Funktion f(t) heifit die inverse Laplace-Transformation ei-
ner Funktion F(s), falls F(s) die Laplace-Transformation von f(t) ist. Wir schreiben
dann f = L7(F).

Bemerkung 8.14.

o L~ !ist linear!

e Eine Formel fiir £7![F] unter bestimmten Annahmen iiber F' ldsst sich mit-
hilfe der Komplexen Analysis herleitern werden. In den Fillen, in denen die
Laplace-Transformation in Anwendungen auftritt, bestimmt man effizienter
die inverse Laplace-Transformation einer Funktion durch Zuriickfithren auf
einfachere Funktionen, deren Laplace-Transformierten tabelliert sind.
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8.2 Eine Methode zur Bestimmung der inversen Laplace-
Transformation

Partialbruchzerlegung

Jede rationale Funktion %, wobei P(t), Q(t) Polynome sind und der Grad von P(t)

kleiner als der Grad von Q(¢) ist, ldsst sich als als Summe von rationalen Funktionen

der Form
1 At+ B

(at +0)7" (at>+bt+ )’
(auch als Partialbriiche bezeichnet) darstellen, wobei r = 1,2,.... Falls P und @
reelle Polynome sind, so kann man alle Koeffizienten a, b, c, A, B als reelle Zahlen

wéhlen. Lasst man auch komplexe Koeffizienten zu (notwendig u.a. fiir komplexe

Polynome P und @), so benotigt man nur Partialbriiche der ersten Form m

Durch Berechnung der inversen LT jedes Partialbruchs kann dann E‘l(it;) be-

. Q(t
stimmt werden.
Beispiel 8.15.

2t +5 A N B N C N D
(Bt—4)(2t+1)3  3t—4 2t+1 (2t4+1)2  (2t+1)3

3t2 — 4t + 2 At + B Ct+ B E

(242t +4)2(t—5) (242t +4)? t2+2t+4+t—5’

Die Konstanten A, B, C' usw. kénnen durch Erweiterung mit dem Hauptnenner und
Vergleich der Koeffizienten der entsprechenden ¢-Potenzen bestimmt werden.

Beispiel 8.16.

1] £ 5]

$?2 —«
s A B A(s+a)+ B(s—a)
2—a?2 s—a s+a 52 — 2
a(A—B) =0 24 =1 B=1.

Daraus folgt:




L7 [ oriers)

In diesem Fall hat s? + 4s + 13 keine reellen Nullstellen. Mit der Umformung
s +4s+ 13 = (s + 2) + 3% folgt dann

| L PR S . S
£ L?+4s+13}(t)_£ <3 (s+2)2+32)

3 E {m} = g e tsm(3t) .

Ubung 8.17. Bestimmen Sie die inverse LT von

25+ 5 25 — 3 25"+ 5 413
o= FO=tomrs O eoomr e
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Wir beschéftigen uns mit einem Paar Anwendungen der Laplace-Transformation:

8.3 Einige Anwendungen der Laplace-Transformation
Gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 8.18. Man l6se das Anfangswertproblem
(

f//+2f/+f:te—t+et

Losung:

Wir transformieren die Differentialgleichung. Zuerst die linke Seite:

LU +2f + )% L")+ 2L(f) + L(f)
R.3

sPL(f) = sf(0) = f/(0) + 25 L(f) — 2f(0) + L(f)
= (s + 25+ 1) L(f) = (s +1)°L(f) -

Dannn die rechte Seite:

Ltet +e)E Lite™) + L(e)

j=3)

4

d —t t
7 L(e )+ L(e")
d 1

d PR S S
ds s+1 s—1 (s+1)2 (s—1)°
Die Gleichsetzung beider Seiten liefert
(8.10) L)) = g+
' s+t (s—1)(s+1)27

Wir miissen die Funktion f finden, sodass £(f) = (*). Wir erinnern uns an die Regel
4:

L("f(1))(s) = (1) % L(f)(s)
und an die Regel 8:

L(eXf())(s) = L(f)(s = a).

Daraus folgt, dass

o (2) g = ) -2 (2)

(s+1)4
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Weiterhin ist

und daher

Somit gilt

~1 1 _13—t
£ ((s+1)4 A

Der zweite Term in (8I0) wird zuerst in Partialbriiche zerlegt:

1 A N B N C
(s—1)(s+1)2 s—1 s+1 (s+1)2°

Durch eine der zahlreichen Methoden findet man

Somit:

& {(s - 1>is+ 1)2] =3 £ [s - 1} i Lil] i [“L)Q}

Damit lautet die Losung:

Integralgleichungen

Mittels der Laplace-Transformation konnen wir auch Integralgleichungen 16sen. Eine
Integralgleichung ist eine Gleichung, in der die unbekannte Funktion unter dem
Integral vorkommt.

Beispiel 8.19. Wir wollen die Funktion f finden, fiir die gilt
t
ft)=t+ / f(7)sin(t — 7)dr.
0

Zunéchst erkennen wir, dass das Integral die Faltung von f und sin ist, das heifit:
f(t) =t+ f=*sin(t).
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Wir konnen jetzt die Laplace-Transformation anwenden und wir erhalten

L(t)(s) + E(f * sin(t)) (s)

)
—
=
=

I

T
—

»
~—

I

= S+ LUG) £(sin(0)) 5)
- 5_12 + () 52 :— 1

Es folgt, dass

~ro-f £ ()15 0
éﬁm+%ﬂﬂ=£0+éﬁ>

Systeme von Differentialgleichungen

Beispiel 8.20. (Gekoppelte Pendel)

Wir betrachten zwei identische Pendel der Lange ¢ und mit Masse m. Wir nehmen
an, dass die Pendel durch eine Feder mit Federkonstante k£ gekoppelt sind. Unter
der Annahme, dass die Winkel o; und o5 klein sind, suchen wir die Auslenkungen
a1 und ap

Fig. 8.3
Die Bewegungsgleichungen sind
m(¢singy)"” = —mgsinoy + kl(sin oy — sinoy)
m({sinoy)” = —mgsin oy + kf(sin oy — sin 03),

wobei “ma” die Kraft nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist, und —mgsin o
ist die riicktreibende Kraft (der Anteil der Schwerkraft tangential zur Bahn der
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Pendelmassen) und der dritte Term +kf(sin oy — sinoy) beschreibt die Kopplung
der Pendel (die Federkraft nach dem Hook’schen Gesetz).

Falls o; und o9 klein sind, kénnen wir sin oy ndherungsweise durch o; und sin oy
durch oy ersetzen, und wir erhalten dadurch das lineare System

ml &, = —mgoy + kl(og — 1)
ml &y = —mg oy + kl(oy — 03)
oder: "
0’1——% 0’1+E (0’2—0’1)
02:—%+— (0'1—0'2)

Die Abkiirzungen ¢ = w? und £ = o? liefern

5'1 = —w20'1 + 062(0'2 - 0'1)

Gy = —w?0oy + a?(0y — 03) .

Jetzt wenden wir die Laplace-Transformation an, um das System von zwei Differen-
tialgleichungen auf ein System von algebraischen Gleichungen zu transformieren. Es
ergibt sich

5%0,(s) — s 1(0)
5%205(s) — 5 75(0)
wobei 0; = L(0;).

Fir ¢ = 0 wihlen wir die Anfangsbedingungen 0,(0) = A, ¢7(0) = 02(0) =
05(0) = 0 (d.h. das erste Pendel ist ausgelenkt, das zweite nicht, und beide bekom-
men keinen Anfangsimpuls). Wir werden weiterhin erhalten

0'1(0) = w291(s) + Oé2(92 — 91)
O'é(O) w292(s) + Oé2(91 — 92),

(s> +a? —w?) b, — a%l, = sA

(S2+Oé2—w2)92—0é291:0.

Wir 16sen dieses System nach #; und 6, auf. Dadurch ergibt sich
s(s*+w”+a’)A s(s* +w?+a?)A

0, = =
TR+ a2 —at (2 +w?+a?—a?)(s2 4 w? + 202)

s 1 . 1 A
2\ 24+ w? $2+4 w2+ 202

6, — sa?A s 1 1 4
2T (2wt a2 -t 2\2+w? s24wii2a2)
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Fiir die Riicktransformation zu o; und o9 stellen wir fest, dass

0, = ? [E(cos(wt)) + L( cos (mt))]

0y = é [E(cos(wt)) — L cos (mt))} ’

und damit
A
0 =7 (cos(wt) + cos (Vw? + 2a? t))
A
02 =3 (cos(wt) — cos (Vw? + 2a? t)) :

Zur Vereinfachung konnen wir nun noch die Additionstheoreme

coszcosy = = [ cos(x + y) + cos(z — y)]

DN | — N | =

sinzsiny = =[ — cos(z + y) + cos(z — y)]

anwenden, und wir erhalten schliefSlich

o1 (t) = Acos (g‘—; t) cos(t)

2

oo(t) = Asin <% t) sin(\t),

wobel wir A = 1 (w + vw? + 202) gesetzt haben.

Es ist offensichtlich, dass ein Energieaustausch zwischen den Pendeln stattfindet:
wenn das erste Pendel maximal ausschligt, ist der Ausschlag des zweiten minimal
und umgekehrt. U

Die Grundlegenden Eigenschaften und einige Beispiele der Laplace-Transformation
werden in der folgenden Tabelle zusammengefasst:
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ft) L(f)(s) = F(s)
1 %, s>0
" S,f%, s> 0
sin(at) =iz, $>0
cos(at) s 8> 0
et ﬁ, s>a
e sin(bt) (S_a§’2+b2 s>a
e™ cos(bt) T S>> a
et (S_Z)!n - s$>a

af(t) + bg(t)

() _F(s)
£(0) (1) FO(s)
7t SF(s) - 1(0)
Py | 2Re - sr0) - r0)
0 F(s—a)

[ 1ergte = ryar F(s)G(s)
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A Priifungen

A.1 Priifung Winter 2014
Aufgabe 1 (4+6 Punkte)

Ermitteln Sie mithilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, in wel-
chen Punkten z € C die Funktionen

9(z) = g(z +iy) = y* — iz’ + 3(2%y — ixy?)

und
f(2) = sin(z?)

komplex differenzierbar sind.

Aufgabe 2 (6+4 Punkte)

a) Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularitéten von

1
f(z)zm, z e C.

b) Berechnen Sie das Integral

2
I / tan3(z)dz’
T Z

wobel I' C C der Rand des Einheitskreises ist.
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Aufgabe 3 (ca. 10 Punkte)

Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion f : R — C gegeben durch

1
(82 +14)

ft) =

Aufgabe 4 (24542 Punkte)
Sei f, die ungerade periodische Fortsetzung der Funktion f : R — R gegeben

durch
t
t)y=4"
1 {—2t+6, te(2,3].

a) Skizzieren Sie f, und bestimmen Sie die Fundamentalperiode.
b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f,.
c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe
— 1
Z — sin? (%7?71) .

n2
n=1

Aufgabe 5 (ca. 10 Punkte)

Bestimmen Sie die Losung x(t) des Anfangswertproblems
i) +9x(t) =1, t>0, z(0) =1, #(0) =0

mittels der Laplacetransformation.

A.2 Lo6sung Priifung Winter 2014
Aufgabe 1 (4+6 Punkte)

Ermitteln Sie mithilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, in wel-
chen Punkten z € C die Funktionen

9(z) = g(z +iy) = y* — ia® + 3(z%y — izy?)

und
f(2) = sin(z?)
komplex differenzierbar sind.

Losung 1
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o g(2) =g(x+1y) = y> —ix® + 3(x%y — izy?):
g(z) = yg + 3z2g+i (—2® — 3zy?)

~~

u(z,y) v(z,y)
Partielle Ableitungen:
U, = 6y v, = —32% — 3y°
Uy = 3y* + 32° vy, = —6xy

CR-DGL:

Uy = vy = b6y = —6zy = holds for zy =0
uy = —v, = holds for all z € C

Die Funktion g(z) ist also auf der reellen Achse und der komplexen Achse
komplex differenzierbar.

e f(2) = f(x+iy) =sin((x + iy)Z):
f(z +iy) = sin(z? — y? + 2ixy) = u(x y) +iv(z,y)
exp(i(z® — y?) — 2zy) — exp(—i(2* — y?) + Qxy)}

(
[
e (cos 2* =) +isin(a? —y?)) — ¥ (cos(a® — %) —isin(z® — y?))]
dl

1\3|H[\:>|}_.[\:>|

cos(z® — y?) (72 — ™) + isin(z® — y?) (e 72 4 *)]

L —2xy —2xy 2zy
e e e
T e — )

in(z? —y )cosh(Qxy) +1 cos(x —y )smh(2xy)

(m

u(e,y) v(ay)
Partielle Ableitungen:
u, = 2z cos(z® — y?) cosh(2xy) + 2y sin(z? — y?) sinh(2zy)
u, = —2y cos(z? — y?) cosh(2zy) + 2z sin(x* — y?) sinh(2zy)
v, = —2xsin(x? — y?) sinh(2xy) + 2y cos(z® — y?) cosh(2zy)
v, = 2ysin(z® — y?) sinh(2zy) + 2 cos(2® — y?) cosh(2zy)
CR-DGL:

Uy = vy, = holds for all z € C
u, = —v, = holds for all z € C

Da die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir alle z € C gelten, ist
f(2) auf ganz C komplex differenzierbar ist.

135



Aufgabe 2 (6+4 Punkte)

a) Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularitdten von

1
f(z)zm, z e C.

b) Berechnen Sie das Integral

2
I / tan3(z)dz’
T Z

wobel I' C C der Rand des Einheitskreises ist.

L6sung 2

. 1 . tan(g)
a) f(z) = G-Deot(Z) — a-1
Mégliche Problemstellen: z = 1, z = 0, Singularitéten von tan(ZT)

i) Fiir zo =1 gilt tan(Z) = —n(z — 1) + O((z — 1)%).
lim,_,; f(2) = —m und die Singularitét ist hebbar.

ii) Fir z; = 0 ist die Singularitdt nicht isoliert! (Die Bezeichnung wesentli-
che Singularitéat wird fiir isolierte Singularitdten gebraucht; hier sollte sie

nicht verwendet werden.)

iii) Weitere Singularititen von tan(z) treten bei 2, = § + km,k = 0,1,...

auf.
Sie sind Pole, da lim, ./ tan(z) = oo.
Die Ordnung ist 1, da tan(z) = =% + O((z — 2;)"),

_—
sz

Alsosind {z€ C: LT =% +kn} = {5 :k=0,1,...,k < oo} einfache

Pole von f(z).

b) Wir betrachten alle Singularitdten des Integranden innerhalb des Einheitskrei-
ses. Die Singularitidten vom Tangens liegen bei § + k7, welche Vk ausserhalb
des Einheitskreises liegen. Es bleibt also noch zy = 0. Hier besitzt der Tangens
die Darstellung tan(z) = z + O(2?), also tan?(z) = 22 + O(z?) um 2. Im
Nenner bleibt also noch ein z; wir haben einen Pol der Ordnung 1.

Wir berechnen nun das Residuum:

tan?(z)

o (tan2(z)

3

o) — lim (z — 20) _ i 2 OEY)

z—20 2,’3 z—0 23
Gemiss dem Residuensatz ist das Integral also

I = 2mi.

Aufgabe 3 (ca. 10 Punkte)
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Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion f : R — C gegeben durch

1
f(t):m-

Losung 3 Wir verwenden Residuenkalkiil um dieses Integral zu berechnen:

. A T /00 1 it
w) = —e "t = y —e "dt.
flw) /_oo (t* +1) Ceo (t—i2)(t +1i2)

Wir betrachten den komplexen Integrand
w<0und w > 0:

(i) w<0:
lem?| = |e"™@+ )| = e®¥ < 1 < y > 0, wir beschriinken uns auf die obere
Halbebene Hp = {2z € C : Im(z) > 0} und integrieren iiber den Rand des
Halbkreises By(r) N Ho

(ZQIJri)e_“”Z und unterscheiden zwei Fille:

1 . 0 1 . R
lim —e "Fdz :/ —e "t = f(w)
r—o0 Bo(r)NHo (22 + Z) —00 (t2 + Z)
= 2me res a
;i;o <z—z%)(z+z%) )

wobei das Integral iiber den Kreisbogen fiir r — oo verschwindet. a = i% ist die
einzige Singularitdt in der oberen Halbebene, also bekommen wir fiir w < 0:

A 2wy . .3 T i
w) = o emwiz T o zw7 w<0
) = et = T, <o)
(ii)) w > 0:
le=w%| = |e”™EFW)| = ¢w¥ < 1 < y < 0, wir beschrinken uns auf die untere

Halbebene Hy = {2z € C : Im(z) < 0} und integrieren tiber den Rand des
Halbkreises By(r) N Hy

1 - - 1 - & 1 -
lim 5 e "z = / T e~ Wit = —/ R e~ Wit =
Te0 Bo(r)NHy (Z + Z) 00 (t + Z) —00 (t + Z)

wobei das Integral iiber den Kreisbogen fiir r — oo verschwindet und aufgrund
der Integrationsrichtung die Grenzen noch getauscht werden miissen. Es folgt

= —2m Z res ( é—zwz a)

acHy
und mit a = —i? als einzige Singularitédt in der unteren Halbebene:
3
3 e—iw(—ii)
S
—202

und deshalb:

A —2mi .3 T i
w) = e’V =—e V" (w>0
flu) = =S = T (w0
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Nun konnen wir beide Falle zusammensetzen und bekommen fiir w € R:

flw) = e

Aufgabe 4 (24542 Punkte)

Sei f, die ungerade periodische Fortsetzung der Funktion f : R — R gegeben
durch
te€10,2],

t,
J) = {—2t+6, tel2,3].

a) Skizzieren Sie f, und bestimmen Sie die Fundamentalperiode.
b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f,.
c) Bestimmen Sie den Wert der Reihe
i % sin? (%ﬁn) .

n
n=1

Losung 4
a) Die Fundamentalperiode ist 7' = 6.

b) Die Funktion ist ungerade, also sind alle Kosinusterme a; = 0. Es bleiben die
b zu bestimmen:

T 3
by = %/ fp(t) sin (2%]%) dt = %/ fp(t) sin (2%]%) dt
0 0

2| [* 2kt ’ 2kt
=3 | [ esin () e [ 6 2nsin (7

I= _—6COS (27Tk) + ) sin (27Tk)
ok 3 (mk)? 3
IT= o oS (Qﬂ{;) + 18 sin (27Tk)
k 3 (mk)? 3
woraus folgt
by — 18 sin (27r/<:)
(mk)? 3 )




c¢) mit ¢ = 2 in der Fourierreihe ergibt sich f,(2) =2 = B3 L sin® (22£),
also ist der Wert der Reihe %2.

Aufgabe 5 (ca. 10 Punkte)

Bestimmen Sie die Losung x(t) des Anfangswertproblems
i) +9z(t)=t*, t>0, 2(0)=1,40)=0

mittels der Laplacetransformation.

L6sung 5 Die Laplacetransformierte von z(t) sei X (s). Damit ergibt sich

s?X (s) — sx(07) — #(0") + 9X (s) = 2

53
2+ st
2 —
& X +9) =
2+ st
S X(8)=
(s) s3(s2+9)
Partialbruchzerlegung!
—2 2 83s

X - - -
() =35 Yo T sz 1 9)

Inverse Transformation ergibt

-2 2 83
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A.3 Priifung Sommer 2014
Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei die Funktion f; : R — R gegeben durch

2

fi(z) = 41672

Berechnen Sie die Fourier-Transformation fi(w) von fi(z) mit Techniken der Vorle-
sung.

Aufgabe 2 (10 Punkte) Sei f, : R — [—Z, 2] die gerade 27-periodische

Fortsetzung der Funktion
folz) =2 —7/2, 0<a<m
a) Skizzieren Sie eine Periode der Funktion f5(x).

b) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von fs.

c¢) Berechnen Sie die folgende Summe

o0 1
5=3 G
4
“—~ (2n+1)
indem Sie die Parsevalsche Gleichung benutzen:

2 +0o ™
a 1
D4 (el + )=~ [ fa)dr,
k=1

—Tr
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

a) Seien die Funktionen g und h wie folgt gegeben:

sin (-15)

(z—1)
z) = —""—"7- h(z) = ——=.
o2 = )= )
Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularititen von g und h. Be-

rechnen Sie, wenn es moglich ist, die Residuen von g und h an den isolierten
Singularitéten.

b) Sei m € Z und
sin(z)
(z—m)m

fm(z) =

i) Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularitéten von f,,, in
Abhéngigkeit des Parameters m.
Hinweis: Es gilt sin(z — 7) = —sin(z2).

/ fm(2)dz
0B(0,37)

mit m € Z, wobei 0B(0,37) := {2z € C: |z| = 37} mit mathematisch
positiver Orientierung.

ii) Berechnen Sie

Aufgabe 4 (10 Punkte) Bestimmen Sie die Losung y : Ry — R der
Differentialgleichung
y//+2y/+y — 962t

y(0) =0
y'(0) =1

mittels der Laplacetransformation.
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A.4 Lo6sung Priifung Sommer 2014
Aufgabe 1 (10 Punkte) Sei die Funktion f; : R — R gegeben durch

113'2

filx) = 4162

Berechnen Sie die Fourier-Transformation fi(w) von fi(z) mit Techniken der Vorle-
sung.

Losung Die Fourier-Transformation ist definiert durch

f) = [ fwean= [ “’ﬁdx

—0o0

In der Vorlesung wurde folgendes gezeigt: fiireine Funktion f(x) fiirdie das integral

/_ Z fi(z)eio® do

existiert, gilt

- T o 27” Zlmzi>0 res(f(z)eiaz } ZZ) (07 Z 0
(A.11) /_ fi(z)e " dx = {—2m’ S res(f(2)ee | ) <0

Wir bestimmen also als erstes die Singularitéten von fi:

oo

2 2
z z
fi(z) = ) NV 47)2 40)2°
((z — 44)(z + 44)) (z — 4i)?(z + 40)
z1 = 41 und zo = —4¢ sind also beides Pole zweiter Ordnung. Fiir die Residuen
verwenden wir die Formel fiirein Pol der Ordnung n:

res (f(Z) ‘ ZO) = ﬁ 211_{1210 % [(Z - Zo)nf(Z)L

woraus folgt

z1 = 4i:

res(f(z)e % | 1) = i L[ 2 QZ_WZ2+ —22° 1\ i
VTN Graip] T SR\ Gt ai Tt

_(Bi—iw)? 200N =i,
- (M ) e = e

Z9 = —44:

es(f(z)e* | 2) = lim d [ e i 2z — iwz? N —222 vz
r z z)=1lm — |—| =1
2T 55k dr | (2 — 4i)? =z \ (2 —440)2 (2 —40)3
_ (—Bi — jw(—4i)? 2(—4i)2) ol — _—i(4w ~1)e e,

(=82 (=8i)3 T 16
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Nun miissen wir noch die Fallunterscheidung in ([A.11l) beachten: fiir w > 0 haben
wir a < 0, also nehmen wir die Singularitit zo, fiir w < 0 also z;. Daraus folgt

~ 2r | (1 +4w)e* w<0 7« 4
- =L = — (1 — 4Jw|)e !,
fiw) 16{(1_4w)6_4w PP ¥)

v
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Aufgabe 2 (10 Punkte) Sei f, : R — [~Z, 2] die gerade 27-periodische

Fortsetzung der Funktion
hE)=z—7/2, 0<z<m.
a) Skizzieren Sie eine Periode der Funktion fy(x).
b) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe von fs.

c¢) Berechnen Sie die folgende Summe
+00 1
S = =
2 Gy
indem Sie die Parsevalsche Gleichung benutzen:

2 +oo ™
a 1
DY (P + ) = 1 [ B
k=1 -

Losungen

a) Siehe Abbildung [II fiir eine Moglichkeit.

vl

fa()

ol

Abbildung 1: Eine Periode der Funktion fy(x).

b) Mit der Definition von der Vorlesung haben wir:

1 2
a = ;/ fo(x) cos(kx)dx, k>0
1 °

by = — fa(x) sin(kx)dz, k>0,

™ Jo

wobei die Integrale natiirlich ber ein beliebiges Intervall der Lange 27 gehen
koénnen.
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Die Funktion hat Mittelwert 0, also haben wir ay = 0. Die Funktion ist gerade
(geméiss Konstruktion in der Aufgabenstellung), also gilt b, =0 ff k=1, ....
Es bleibt noch, a; ft k > 0 zu berechnen:

ay = 1 27ij2( ) cos(kx) dx (/ fa(z) cos(kx) dx + 2ﬂf2(x) cos(kx) dz)

™ Jo ™

! ( /0 (o — 7/2) cos(ka) dz + /ﬂ " (3n/2 — ) cos(ka) d:)s) |

™

Wir berechnen zur Hilfe
b 1
/ cos(kx)dx = % (sin(bk) — sin(ak))

’ b 1
/ xcos(kr)dr = % sin(kb) — %sin(/m) +13 (cos(kb) — cos(ka)) ,

woraus folgt

1

ap = —
T

1 1
<k2 (cos(km) — 1) — = (cos(2km) — COS(k‘ﬂ')))

1 2(—1)F -2
= (2 cos(km) — cos(2km)) = %
)0, k gerade
B W_—é, k ungerade |
Die relle Fourierreihe ist demnach
= 2(—1)F -2
flz) =% % cos(kz).
k=1 T
In diesem Fall ist die Parsevalsche Gleichung
1 00 ) 4 2
§Z\ak| Z|a2n+1| W

s 1 /f
o2 (2n+1 T o 2

n=

Mit
27 T 27

2(2) da = —7/2)%d —z)%d
f5(z)dz /0(1' /2) as—l—/7r (3w/2 — x)* dx

T 2 27 2
9
:/xz—wx+ﬂ—dx+/ T 3rr 4 2% da
0 T

0

4 4

n  ad

12+12_6’



folgt fr die gesuchte Summe den Wert

S 1
(2n+1)* 96

n=0
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

a) Seien die Funktionen g und h wie folgt gegeben:

sin (1)

B . (z—1)
9(z) = (z—1) hz) sm(zll)'

Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularititen von g und h. Be-
rechnen Sie, wenn es moglich ist, die Residuen von g und h an den isolierten
Singularitéten.

b) Sei m € Z und
sin(z)

(z —m)m

i) Bestimmen Sie Lage und Typ aller isolierten Singularitéten von f,,, in
Abhéngigkeit des Parameters m.
Hinweis: Es gilt sin(z — 7) = —sin(z2).

/ fm(2)dz
0B(0,37)

mit m € Z, wobei 0B(0,37) := {z € C: |z| = 37} mit mathematisch
positiver Orientierung.

fm(z) =

ii) Berechnen Sie

Losungen

a) Fiir g(z): In Frage kommen Singularitidten von Zihler und Nenner sowie Null-
stellen des Nenners. Es ist also z = 1 die einzige mogliche Singularitat. Mit

o0 )k 22+
sin(z kzzo Qk + 1)
folgt
B o0 (—1)k(z _ 1)—(2k+1)
sin((z — 1) )_; k1 ,
B o0 (_1)19(2, _ 1)—(2k+2)
(A-12) 9(z) =2 2k + 1)!

z = 1 ist also eine wesentliche Singularitit. Da es keinen nichttrivialen Term
mit Exponent —1 in der Summe gibt, ist das Residuum 0.

Fiir A(z): In Frage kommen Singularitédten von Zéhler und Nenner sowie Null-
stellen des Nenners. Die sind also z = 1 und {z € C : sin(1/(z — 1)) = 0}.
z = 1 ist keine isolierte Singularitéit, da es in jeder beliebig kleiner Umgebung
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U um 1 unendlich viele z € U gibt, fiir die sin(-) = 0 gilt. Fiir die anderen
gilt:
1 1

=km keZ =—+1
m, k € Z\{0} = 2, lm+

Zk—l

Zur Charakterisierung erinnern wir uns an die folgende Aussage von der Vor-
lesung:

z

Spezialfall von Pole 1. Ordnung. Sei f(
von f mit b(z) = 0, b'(20) # 0 und a(z) #

von f und das Residuum ist

) =
0. Dann ist zg ein einfacher Pol

_ a(z)
res (f‘Zo) - b,(ZQ)
Wir iiberpriifen die Bedingungen:
o Zihler: z, — 1= #0 (k#0)
e Nenner: sin(1/(zx — 1)) =0
e Ableitung vom Nenner (fiir k& # 0):
d . -1 =DM e
% Sln(l/(z — 1)) . = m COS(l/(Zk—l)) = m = (—1) (]{577') # 0.

Es sind alle Bedingungen erfiillt, also sind alle z;, k € Z\{0} Pole erster Ord-
nung. Fiir die Residuen erhalten wir
2 — 1 1 (_1)k+1

res (h|zr) = = km —
(hz) % sin(1/(z — 1))}Z:Zk (—1)k+1(km)? (k)3

b) i) In Frage kommen wiederum Singularitten von Zihler und Nenner sowie
Nullstellen des Nenners. Da sin(z) und (z — 7)™ analytisch sind, bleibt
nur noch die m-fache Nullstelle z5 = 7.
In diesem Fall bietet es sich an, die Potenzreihendarstellung von sin(z)
um 2o = 7 anzuschauen. Fiir sin(z) um 0 haben wir die bekannte Reihe

f: )k 2k41
sin(z
— Qk + 1)!
Da sin(z — ) = —sin(z) erhalten wir um zy = 7:
0 (Z1)RH (2 2k+1
— )
sin(z Z Qk 1)
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ii)

Nun haben wir fir f,, die auf C\{r} konvergente Laurentreihe

k+1 )2k+1—m

Sln >
In2) = m 2% 2k+1)

Die Funktion f,, ist offensichtlich analytisch fiir m < 1, da dann fiir alle
k alle Exponenten von (z — ) nichtnegativ sind. Demnach ist zy = 7 in
diesem Fall eine hebbare Singularitét.

Sobald m > 2 kann es negative exponenten geben; der negativste (fiir
k =0) ist 1 —m, also haben wir fiir m > 2 Pole der Ordnung m — 1.

Da die Singularitit zo = 7 im Integrationsgebiet liegt, verwenden wir den
Residuensatz um das Integral zu berechnen. Das Residuum ist definiert
als der Koeffizient vom (z — z)~!-Term der Laurent-Reihe; in diesem Fall
bekommen wir mit 2k + 1 — m = —1 nur fiir gerade m einen Koeffizient
der nicht 0 ist. Fiir gerade m haben wir mit k* = —1 + m/2 dann

(_1)m/2

res (fim|z0) = {W

m gerade

0 m ungerade .

Das Integral lédsst sich jetzt fiir alle m € Z leicht berechnen:

27i(—1)™/2

/ fm(2) dz = 2mi - res (fin|20) = (m—1)!
0B(0,37) 0.

m > 2 gerade

sonst
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Aufgabe 4 (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Losung y : Ry — R der Differentialgleichung
v +2y +y = 9e*
y(0) =0
y'(0) =1

mittels der Laplacetransformation.

Losungen Wir beginnen mit den Vorwartstransformationen der einzelnen Terme:

y'(t) = Y (s) — sy(0) — y/'(0)
y'(t) = sY(x) —y(0)

y(t) = Y(s)
9
2
9e”" — Pt
Dies ergibt dann die Gleichung
9
s2Y (s) — sy(0) — y/(0) + 2sY (z) — 2y(0) + Y (s) = p
9
Y(s) (s*+2s+1) —y(0) (s +2) —y'(0) =
~~ ~~ s—2

0 1

Y(s)(s+1)*= Tl
9 1
YO = e r 1y T
s+ 7

(s —=2)(s+1)%
Erster Losungsvorschlag: Wir machen eine Partialbruchzerlegung

s+ 7 A B C
G- +12 s—2 s+l (Ei?
A(s+1)2+B(s —2)(s+ 1)+ C(s —2)
(s —2)(s+1)2
_ s*(A+B)+s(2A-B+C)+ (A-2B-20)

(s —2)(s+1)?

und bekommen
A +B 0 =0

2A —-B +C =1.
A —-2B -2C =7
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Das ergibt
A +B 0 =0

5A —4B 0 =9
A -2B -2C =7

und
94 0 0 =9

5A —4B 0 =9
A =-2B =2C =7
Es folgt also A =1, B=—1, C' = —2, und wir bekommen

1 1 2

Y(S):s—2_8+1_(s—|—1)2’

Riicktransformation der drei Terme ergibt

wobei H(t) = x(t > 0) die Heaviside Funktion ist. Es folgt also
y(t) =e* —e ' —2te”", t>0.

Zweiter Losungsvorschlag: Wir betrachten

9 1
CEDCES AR CESIE

Y(s) =

und bemerken, dass der erste Term ein Produkt enthélt — dies fithrt zu einer Faltung;
der zweite lasst sich leicht riicktransformieren. Wir haben Y'(s) = 9A(s)B(s) + B(s)
mit:

1

A(s) := 5 a(t) == e H(t)
B(s) = ﬁ L b(t) = tet H (1)

A(s)B(s) = (axb)(t),
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wobei H(t) = x(t > 0) die Heaviside Funktion ist. Fiir die Faltung haben wir dann

(axb)(t) = /Ooa(T)b(t —7)dr

—00

= /00 ETH(T)(t—1)e " CTDH(t —7)dr

—00

00 t
e‘t/ 63T(t—T)X(O§TSt)dee_t/€3T(t—T)dT
o 0
1 1 t
-t | = - 37
‘ ( Z’)t—i_[ﬁ)6 ]0)
1 1
St (e 1)),
e ( 3 +9(e ))

Alles zusammen erhalten wir fiir die Losung dann

Il
o
L
7~ N
W =
| —|
o
(3
3
—~
~
\]
N—
| I
o o~
+
W =
o\
&
A
3%
N
o,
\]
N———
Il

y(t) = —2te " +e* —et (t>0).
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