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Kapitel 5

Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung (Abkiirzung PDGL, beziehungsweise PDE
fir englisch: partial differential equation) ist eine Differentialgleichung, die partielle
Ableitungen enthalt. Solche Gleichungen dienen der mathematischen Modellierung
vieler physikalischer Vorgange. Die Losungstheorie von PDEs ist fiir lineare Glei-
chungen weitgehend erforscht, bei nichtlinearen Gleichungen enthalt die mathe-
matische Theorie noch viele Liicken. Zur praktischen Berechnung von L&sungen
werden in der Regel numerische Verfahren herangezogen.

5.1 Fourier-Reihen (FR)

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen spielen Fourier-Reihen eine wichtige
Rolle. Mit ihrer Hilfe konnen wir Losungen bestimmter Differentialgleichungen finden.

Als Fourier-Reihe (nach Joseph Fourier) bezeichnet man die Reihenentwicklung einer
periodischen abschnittsweise stetigen Funktion in eine Funktionenreihe aus Cosinus- und
Sinusfunktionen.

Bereits im 18. Jahrhundert gelang es Euler, Lagrange und den Bernoullis, diese Reihen fiir
einige Funktionen anzugeben. Zu Beginn des 19. Jahrhunderts behauptete nun Fourier,
dass es fiir alle Funktionen solche Reihenentwicklungen gabe.

248



Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830)

Franzosischer Mathematiker und Physiker

Fourier war der Sohn eines Schneiders
und wurde im Alter von 10 Jahren
zum Vollwaisen. 1822 behauptete Fou-
rier in seinem Werk Théorie Analytique
de la Chaleur, dass es fur alle* Funktio-
nen eine (Fourier-)Reihen-Entwicklung
gabe.

* nicht wirklich; siehe unten

Motivation: Funktionen in Basisfunktionen zerlegen

In der linearen Algebra ist eine Basis eine Teilmenge eines Vektorraumes, mit deren
Hilfe sich jeder Vektor des Raumes eindeutig als endliche Linearkombination darstellen
lasst. Die Koeffizienten dieser Linearkombination heissen die Koordinaten des Vektors
beziiglich dieser Basis. Ein Element der Basis heisst Basisvektor.

Ist der Vektorraum mit einem Skalarprodukt ausgestattet, so konnen wir Basen betrach-
ten, in denen alle Basisvektoren auf die Lange 1 normiert und zueinander orthogonal sind
— eine solche Basis heisst Orthonormalbasis.

Muster: Mit einem Skalarprodukt (z.B. das iibliche /euklidische Skalarprodukt -) lassen

sich Vektoren in R3 als Linearkombinationen von orthonormierten* Basisvektoren €7,
- —
€9, €3 darstellen:

U1
— — — —
V =]V =v1 €1 +Vg €2 +7V3 €3,
U3

wobei die folgenden Formeln fiir die Koordinaten vy, v9,v3 des Vektors gelten:

- — - — - —
V=0V - €y, Vg =V = €9, V3=V €3.
. . N 1 fallsm=n = Norm 1
* Orthonormierte Vektoren erfiillen ¢, €,, =
0 fallsm+#n = Orthogonal
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Periodische Funktionen

Statt R?® betrachten wir jetzt den Vektorraum R aller (abschnittsweise stetigen) 7'-
periodischen reellen Funktionen f(z):

f(x+T) = f(x) fur alle reellen z.

T ist eine feste positive Zahl und heisst
eine Periode von f; die kleinste positive
Periode heisst Hauptperiode oder Fundamentalperiode.

d /lor/l K/Y .

Solche Funktionen lassen sich als Funktionen betrachten, die nur auf einem begrenzten
Intervall [a,b] von der Lange T = b — a definiert sind (und ausserhalb von [a,b] als
T-periodische Funktionen erweitert sind).

Cos und Sin als prototypische periodische Funktionen

Die Funktionen cosz und sin x sind 27-periodisch und auch 47-, 67, ...-periodisch.

@ ist ihre Hauptperiode, d.h. die kleinste positive Periode.

cos(x) , sin(x)
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Die Funktionen cos(nz) und sin(nz) sind nun @ -periodisch.

1, cos(x), cos(2x) , cos(3x)

]- L

Wir sagen, dass die ganze Reihe von Funktionen cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2z),

cos(3z), sin(3zx),... 2w-periodisch ist, da eine gemeinsame Periode ist.

Sei T eine positive reelle Zahl.
Die Funktionen cos 2% und sin 2Z% sind T-periodisch.

Die Funktionen cos Q"T” und sin Q"T” sind —perlodlsch

Wir sagen, dass die ganze Reihe von Funktionen cos 2212 gip 220z
g g T 1 T 1

n=1,2,3,... T-periodisch ist, da @ eine gemeine Periode ist.

Eine Linearkombination von diesen Funktionen ist auch T-periodisch. Z.B.:

2 12
3—2003$+5smﬂ—sin Ui

T T

-~

heisst trigonometrisches Polynom
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Ein Skalarprodukt fiir T-periodische Funktionen durch Integration

Der Funktionsraum der T-periodischen reellen Funktionen, R wird mit dem folgenden
Skalarprodukt ausgestattet:

9 b
e - f = ?fae(x)f(x)da:

T
zwei T-periodische Funktionen (T'=b-a)

i Dann sind die Funktionen

2nmx 1
en(x) = cos T eo(x) = E
2
fn(x) =sin nre n=123,...

orthonormal beziiglich des obigen Skalarproduktes, d.h. (als Intervall von der Lange T'
wiahlen wir [a,b] = [0,T1]):

_2[T 2mmx 2n7mcd ~ |1 fallsm=n
em en;T ; cos - cos - T=.= 0 falls m 4 n
Definition des Skalarproduktes
2 T 2 2
em-fnz—f cos T gin nm:dx:m:() fir alle m und n
TT 0 T T
Definition des Skalarproduktes
und
£ ZfT, 2mrmx | 2n7rxd ~ |1 fallsm=n
mtnmp o T T T T 0 fallsmn,

T
Definition des Skalarproduktes

Wieso sind diese Funktionen orthonormal?

Diese unendlich vielen Gleichungen iiberpriifen wir mit Hilfe einer Reihe von Integratio-
nen. Wir geben ein Beispiel unten.
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Hinweis:

Die Stammfunktionen werden mittels der folgenden trigonometrischen
Formeln bestimmt (sieche Mathematik I).

cos(Ax) cos(Bx) = % (COS((A+ B)x) +COS((A— B)x))

sin(Ax)sin(Bzx) = % ( Cos ((A -B) x) - Cos ((A +B) x))
cos(Ax)sin(Bzx) = % ( sin ((A +B) x) - sin ((A - B) x))
Beispiel:
Es gilt:
2 T 2mmnx 2nmx
em-enzf/é cos T cos T dx
1

Definition des Skalarproduktes

:% /O‘TCOS(Qmmc 2n7m:) +cos(2m7m—2n7m)dx
1

+
T T T T

trigonometrische Formel

1 T . (2mTmx  2nTnx T . (2mTmxr  2nTnx =T
== |— sm( + ) sm( + )
T |2(m+n)r T T 2(m—-n)m T T 7],
1
falls m #n
=0 falls m #n
1
sin(2k7z) =0, k=0,1,2,... .
s Fourier behauptet, dass die Funktionen
2nmx 1
en(x) = cos T eo(x) = 7
2nmx

fu(z) =sin n=1,23,...

sogar eine orthonormierte Basis von R beziiglich des obigen Skalarproduktes bilden.
Der folgende Satz FR erklart in welchem Sinn sich eine T-periodische Funktion als
Linearkombination von diesen Basis-Funktionen darstellen lasst.
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Fourier-Reihen

Eine T-periodische stiickweise stetig differenzierbare Funktion f(x) besitzt die Fourier-
Reihe

ag 2nmx . 2nTmx
?+;(ancos T +b,, sin T ),

wobei die folgenden Formeln — die sogenannten Euler-Formeln — fiir die Koordinaten a,,
und b, gelten:

2 T 2
a":Tfo f(z)cos njzrxdx firn=0,1,2,3,...

9 T 2
bnszo £(2)sin n;xda: firn=1,23,. ...

Diese Formeln fiir die Fourier-Koeffizienten entsprechen den Formeln fiir die Koordinaten
eines Vektors bzgl. einer orthonormierten Basis:

2nmx

anzf.en?%v/OTf(x)en(x)dxz%fOTf(x)cos T dx

Definition des Skalarproduktes

™

bn=f'fn?%-[on(x) fo(z) dz = 2 '[OTf(x)sin%LT

Definition des Skalarproduktes

dx .

Satz FR. Die Fourier-Reihe einer periodischen stiickweise stetig differenzierbaren
Funktion f konvergiert

e in allen Stetigkeitspunkten x gegen f(x) und

e in den Sprungstellen x gegen das arithmetische Mittel der beiden einseitigen
Grenzwerte:

(f(@)+ f(a")).

N —
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Sonderfall T = 27:

die Fourier-Reihe

flz)~ 9 i(ancos(nx +b, sm(nx))

Eine 27-periodische stiickweise stetig differenzierbare Funktion f(x) besitzt

2 n=1
wobei

1 2

ap = — f f(x)cos(nx) dx firn=0,1,2,3,...
m Jo
1 2

by, = — f f(x)sin(nz) dz firn=1,2,3,....
m Jo

Beispiel:

Wir bestimmen die Fourier-Reihe der 2m-periodischen Fortsetzung von

xr fir 0<z<7
f(z) =
0 fir m<x<27m.

Der Graph dieser Funktion ist

Y
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Die Fourier-Reihe von f(z)

flz) ~ % + nil (an cos(nzx) + by, sin(nx))

hat die folgenden Koeffizienten:

1 2 1 rr lra?2ym
.(J,OZ;'/O f([[')ld[[':;'/() l’dl':;[?:lo:g

1 2m 1 ™
°q, = — / f(x)cos(nz) de = — / xcos(nzx) dx firm=1,2,3,...
w Jo m Jo
ol 1 - 1 0, n gerade
T— ;[xﬁ sin(nx)+-z Cos(nzp)]o = %(Cos(nﬂ)—l) = {_%’ 1 ungerade.

partielle Integration

1 2 1 i
. bn _ 1 [ f(a:) sin(n:v) dr = = f xsin(nx) dx fir n = 1,2,3,...
* Jo m Jo
1 x 1 -1 erade
- = [ -zt cos(nz) + 3 Siﬂ(m?)] = —— cos(nm) = {1n n
- : n =, n ungerade.

partielle Integration

Die ersten Koeffizienten sind dann:

Qo aq a9 as ay as . b1 bg bg b4 b5
T 2o -Z 0 -Z und =TT T
2 o 91 25T e 2 3 4 D
Also ist die Fourier-Reihe:
f(z) ~ % = 2cosz+sina—1 sin(2z) — & cos(3z)+4 sin(3z) 7 sin(4z) - 52- cos(5x)+1L sin(5z) + ...

Bemerkung: An der Sprungstelle = = 7 ergibt sich gemass dem Satz FR die folgende
interessante Formel:

g—z(—1—l—i—i—...)=f(ﬁ_);f(7r+) d.h. > % 7;2'

m+0
2

n=1,nungerade
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Bemerkungen zu Fourier-Reihen

@ In der praktischen Anwendung wird die Fourier-Reihe haufig nach endlich vielen

Reihengliedern abgebrochen. Wir erhalten eine Naherung von f in Form eines
trigonometrischen Polynoms, das wir Fourier-Polynom nennen:

K
% +y (an cos Qn;r:c + b, sin QT;W) .

n=1

Diese Naherung ist eine Teilsumme der Fourier-Reihe.

@ Wahrend Taylor-Polynome eine Funktion lokal in einer Umgebung eines Punktes

approximieren, approximieren Fourier-Polynome eine periodische Funktion global
in der ganzen reellen Gerade.

Der Faktor 227 in cos 222 und sin 2272 skaliert die Fundamentalperiode 27 der
T T T

tiblichen Cosinus- und Sinusfunktionen auf die Fundamentalperiode %

Z.B. hat die Funktion cosG”T”C die Fundamentalperiode %

_ 6z
Y = COS T

AW (\WANAW
VIAVIAVARV.

T AN
3

— = —

+

wlN

@ Oft wird die Fourier-Reihe einer T-periodischen Funktion in Gestalt von

Qo i (an cos(nwx) + by, sin(nw:c))
2 n=1
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geschrieben, wobei w = 2% die Grundfrequenz heisst.

Die Frequenz jeder Sinus- oder Cosinusfunktion in der Fourier-Reihe ist ein ganz-
zahliges Vielfaches der Grundfrequenz, nw.

Z.B. hat die Funktion cos(3wx) die Frequenz 3w.

Mittels der Euler'schen Formel

eiu + eiu
cosu =
i — 2
e = cosu + isinu — _ :
. elu — ezu
sinu = :
21
lasst sich die Fourier-Reihe in komplexer Form darstellen:
[ee] 9 oo
nmTr :
f(x) ~ Z cpe T = Z Cp €T
n=—oo n=—oo
wobei die Koeffizienten sind:
1 T —2n7mx
Cp == f f(x)ye 7 dx.
T Jo
Die folgenden Zusammenhange gelten:
ag = 2¢y, Ay = Cp + Cp, by =i(cn —cp)
oder
an + b, Qo a, — b,
Cop = ———, co=—, Cp = (n>0).
2 2 2

Fiir die Berechnung der Fourier-Koeffizienten diirfen wir, dank der T-Periodizitat,
irgendein Intervall [a,b] von der Lange T' benutzen.

Falls f(z) gerade, bzw. ungerade ist, hilft es, ein symmetrisches Intervall [-Z, Z]
zu beriicksichtigen, um die Koeffizienten-Berechnung zu vereinfachen. Dies werden

wir im nachsten Abschnitt ausnutzen.

Diese Vereinfachung ist jedoch nur bei der reellen Fourier-Reihe (und nicht bei der
komplexen Fourier-Reihe) moglich.
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Beispiel:
Sei f(x) eine square wave Funktion (Rechteck-Welle) mit Amplitude A:

A fir 0£x<§
f(z) =

—-A fir z<T

— <
2

und periodisch fortgesetzt (die Periode ist T, eine positive Konstante).

Impuls
A
A
T/2 7!
/: ; > Zeit
-A
Die Fourier-Reihe von f(x)
ag 2nmx . 2nTx
f(:p)~—+2(ancos +bnsm—)
2 n=1
hat die folgenden Koeffizienten:
2 T ) 2 T/2 9 .
° a,=— / f(z)cos = dx = — f(z)cos =F=  dr=0,firn=0,1,2,...
T Jo T J-1)2
(S —
ungerade Funktion
9 T 9 T2 4 [T)2
. bn:?./o f(x)sin%%d:pzf e f(z) sin 227~ d$:ffo A sin 227 dy

gerade Funktion

AA Ti2 94 % falls n=1,3,5,... (n ungerade)
=— [—% Ccos Q"T”] =— (1—cos(n7r)) =
T 0 n —_— 0 fallsn=24,6,... (n gerade)
(-~
Also ist die Fourier-Reihe:
> 44 . onma < 4A . 2(2k+1)mx
f(x) ) nzl,n%l:gerade nm . T ; kz::O (Zk + 1)7T o T .
n=2k+1
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Graphen einiger trigonometrischer Polynome von f (Summen der ersten k Terme der
Fourier-Reihe fiir £ =1,5,11,49):

)
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Beispiel:

Sei f(x) die Funktion:

A fur 0§x<§

A

Die Fourier-Reihe von f(x)

+ b, sin

2nmx ) 2n7r:v)

flx)~ %+ i (ancos

hat die folgenden Koeffizienten: )
(Die Details dieser Berechnungen sind eine Ubungsaufgabe.)

A-B V3 e meskel
nw 2
n: B_A
© V3 flls ne 3k
niw 2
0 falls n=3k+3, k=0,1,2,...

cm=§(A+23)

0 falls n ein Vielfaches von 3 ist

° b, =

3 (A - B) sonst.
2nm
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5.2 Cosinus- bzw. Sinus-Reihen

Cos und Sin - prototypische symmetrische Funktion

Die Funktion cos z ist gerade, da cos(—z) = cos(x). Ihr Funktionsgraph ist daher achsen-
symmetrisch zur y-Achse.

Die Funktion sinx ist ungerade, da sin(-z) = —sin(z). Ihr Funktionsgraph ist daher
punktsymmetrisch zum Ursprung.

cos(x) , sin(x)

Ebenso sind die Funktionen

cos(nx), cos(%%) und COS(ZT;W)
alle gerade Funktionen.
Andererseits sind die Funktionen

sin(nx), sin(%Tx) und sin(%;m)

alle ungerade Funktionen.

Zur Erinnerung: gerade und ungerade Funktionen

gerade ungerade
f(z) = f(-x) f(x)=-f(-x)
A A
Prototypen: Prototypen:
22 und cosx 23 und sinz
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Produkte zweier geraden/ungeraden Funktionen:

(gerade Funktion) x (gerade Funktion) ist gerade.
(ungerade Funktion) x (ungerade Funktion) ist gerade.

(gerade Funktion) x (ungerade Funktion) ist ungerade.

Integration (un)gerader Funktionen iiber symmetrische Intervalle:

L

L L
f (gerade Funktion) dx = 2/ (gerade Funktion) dz .
- 0

L
f (ungerade Funktion) dz =0.
-L

Fourier-Reihen von geraden/ungeraden Funktionen

Sei f(x) eine T-periodische Funktion.

= Ist f gerade, so sind alle b, = 0.

Die Fourier-Reihe einer geraden Funktion ist

e 2
Fla)~ L4 > a, cos "TT | eine Cosinus-Reihe,
2 = T
wobei an =% foT/2 f(z) cos ZEL dg: .
== Ist f ungerade, so sind alle a,, = 0.

Die Fourier-Reihe einer ungeraden Funktion ist

2nmx ] . .
eine Sinus-Reihe,

f(x) ~ 2 b, sin

wobei by = 7 fOT/2 f(z) sin 2272 dg
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Beispiel:
Bestimme die Sinus-Entwicklung (oder Sinus-Reihe) der Funktion

T wenn OS:L’SE
f(x)=

L
L—-x wenn §<x§L.

L2 oo f(x)

0 L

Die Sinus-Reihe von f(x) ist die Fourier-Reihe ihrer ungeraden und 2L-periodischen
Fortsetzung.

Die Sinus-Reihe von f(z) ist also

nmx
I )

flz)~ i by, sin
n=1

wobei die Koeffizienten sind:

nmx

dx

4 L
bnzifo f(z) sin

9 Lj2 L
=7 (/0 xsinnzx da:+/;/2(L—:c) sinnzx daz)

0 falls n =2k,
4L
= L Sjn@ = falls n =2k +1 und k gerade ist,
n?m? 2 n2m?
4L _
-— falls n=2k+1 und k ungerade ist.
n2m

Es folgt, dass



Beispiel:

Bestimme die Cosinus-Entwicklung (oder Cosinus-Reihe) der Funktion

T wenn 0§x§§
f(z) = L

L—-x wenn §<:1:SL.

R f(x)

Die Cosinus-Reihe von f(x) ist die Fourier-Reihe ihrer geraden und 2L-periodischen
Fortsetzung:

Die Cosinus-Reihe von f(x) ist

nmtx

f(z) ~—+Zan cos ——,

wobei die Koeffizienten sind:

nwx
ap = QL[ f(x) cos—dx

9 Lj2 L
:Z(fo xcos?daﬁ/;/Q(L—x) cosn—zx daz)

Es ergibt sich

Qg =

no|

8L 1

ip = = ——— m=0,1,...
Gm2 =72 am 2y "

™

und alle anderen a,, verschwinden.
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Fourier- vs. Cosinus- vs. Sinus-Reihen

Eine beliebige (stiickweise stetig differenzierbare) Funktion f(z) fiir z im Intervall [0, L]
definiert

f(x)

besitzt:
a) eine Fourier-Reihe,
b) eine Cosinus-Reihe und

c) eine Sinus-Reihe.

Diese Reihen sind die Fourier-Entwicklungen von verschiedenen geeigneten periodischen
Fortsetzungen von f, wie in der nachsten Seite zusammengefasset.

Es kann sein, dass die Fourier-Reihe von f(z) gleich ihrer Cosinus- oder ihrer Sinus-Reihe
ist. Das passiert fiir besondere (symmetrische) Funktionen.
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a) Die Fourier-Reihe stellt die L-periodische Fortsetzung von f dar.

A

b) Die Cosinus-Reihe stellt die 2L-periodische gerade Fortsetzung von f dar.

|

Y

c) Die Sinus-Reihe stellt die 2L-periodische ungerade Fortsetzung von f dar.

|
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a) Die Fourier-Reihe von f(z), 0 <z < L ist

ay 2nmx . 2nmx
5 Z(ancos 7 + b, sin 7 )

n=1

wobei die Koeffizienten a,, und b, die folgenden Formeln besitzen:

an L/ f(x) cos L dr firn= 0,1,2,3,.

bn =7 f f(z) sm

dx firm=1,2,3,.

b) Die Cosinus-Reihe von f(z) ist

ao nwx
+ Z i 08 ——

n=1

wobei die Koeffizienten a,, sind

9 L
an:Z[o f(x)cosnLLxdx, n=0,1,2,... .

c) Die Sinus-Reihe von f(x) ist

wobei die Koeffizienten b,, sind

9 L
b”:Zfo f(x) sinnLLxda:, n=1,2,3,....
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5.3 Kilassifizierung von partiellen Differential-
gleichungen (PDEs) und wichtigste homogene
lineare PDEs zweiter Ordnung

Definition. Eine PDE ist eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion von mehreren
Variablen, in der partielle Ableitungen dieser Funktion vorkommen.

Die Ordnung einer PDE ist der Grad der héchsten auftretenden partiellen
Ableitung.

In diesem Text sind normalerweise = und ¢ oder x und y die Variablen und u = u(x,t)
oder u = u(x,y) unbekannte Funktionen.

Die partiellen Ableitungen bezeichnen wir

_Ou 0%u

Beispiele von PDEs

Unsere Hauptbeispiele von PDEs sind:

Wellengleichung Warmeleitungsgleichung Potentialgleichung

_ 2 _ .2 _
Upr = C* Ugy Up = C% Uy Ugg + Uyy =0
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Andere Beispiele von PDEs:

¢ Navier-Stokes-Gleichungen
fiir die Stromung von Fliissigkeiten

¢ Korteweg-de-Vries-Gleichung

fir Wellen in Kanalen

Up + 06U Uy + Uyyy =0

¢ Maxwell-Gleichungen
fiir Phanomene des Elektromagnetismus

e Schrodinger-Gleichung
fiir den quantenmechanischen Zustand eines Systems

2

ihut = % Upr + Vu

Hier ist u(x,t) eine komplexwertige Funktion und i die imaginare Einheit (i? = -1).
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Lineare PDEs zweiter Ordnung

Definition. Eine lineare PDE 2. Ordnung mit 2 Variablen (z,t) ist eine PDE von
der Form

Aum+2Bu$t+C’utt+Du$+Eut+Fu=G‘,

wobei A,B,C,D,E,F und G Funktionen von x und t sind (A = A(xz,t), etc.)
und A, B und C' nicht gleichzeitig null sind.

Diese Gleichung heisst homogen, falls
G(z,t) =0,

sonst inhomogen.

Beispiel:
Die sogenannte Poisson Gleichung

Ugg + Uyy = f(a:,y) >

wobei [ eine gegebene (nicht-triviale) Funktion ist, ist eine inhomogene PDE.

Eine lineare homogene PDE 2. Ordnung mit 2 Variablen (x,t) ist also eine PDE von
der Form

Aty +2Bug + Cuy + Duy, + BEug + Fu=0 ‘ ,

wobei A, B,C, D, E und F Funktionen von z und ¢ sind (A, B, C' nicht gleichzeitig null).
Eine solche Gleichung heisst:

elliptisch falls AC-B?>0,
hyperbolisch falls AC -B?<0 und
parabolisch  falls AC - B?=0.

Unsere Hauptbeispiele stellen die 3 Typen homogener linearer PDEs 2. Ordnung dar.

@ Die Wellengleichung ist eine hyperbolische PDE.
@ Die Warmeleitungsgleichung ist eine pararbolische PDE.

@ Die Potentialgleichung | uy, +u,, =0/ ist eine elliptische PDE.
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PDE Probleme

Eine L6sung einer PDE iiber einem Gebiet R ist eine Funktion, die die PDE im Inneren
von R erfiillt (und auf dem Rand eventuell nicht differenzierbar ist).

Eine PDE zu I6sen heisst alle ihre Lésungen zu bestimmen.

Oft suchen wir die Losung der PDE, die noch weitere Bedingungen erfiillt, die wir Ne-
benbedingungen nennen. Ein PDE Problem ist eine PDE zusammen mit Nebenbe-
dingungen.

In der Praxis sind Probleme wie die folgenden Beispiele wichtig, wo Rand- und An-

fangsbedingungen gestellt werden, d.h., die Werte der Losung oder ihrer Ableitungen
werden auf den Rand des Gebietes R und/oder zur Zeit ¢ = 0 festgelegt.

Beispiele:

@ Grundbeispiel Schwingungen einer Saite

u(x,t) = Auslenkung des Saitenpunktes
mit Koordinate = zur Zeit ¢

— A2
Ut = C7 Ugy

Diese partielle Differentialgleichung ist die 1-dimensionale Wellengleichung.

u(0,t) =u(L,t) =0 fir alle ¢

Diese Randbedingungen bedeuten, dass die zwei Enden der Saite
festgemacht sind.

u(z,0) = up(x)

Ut(l’,O) = ,UO(':U)

Diese Anfangsbedingungen zeigen die Anfangsform und -geschwindigkeit
der Saite.
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@ Grundbeispiel Warmeleitung in einem Stab

Q D)

Y
S

0 z L

u(x,t) = Temperatur des Stabpunktes
mit Koordinate x zur Zeit ¢

Up = C2 Uyy

Diese partielle Differentialgleichung ist die 1-dimensionale Warmeleitungs-
gleichung.

u(0,t) =u(L,t) =0 fir alle ¢

Diese Randbedingungen bedeuten, dass die Temperatur an den zwei
Enden konstant (gleich Null) bleibt.

u(z,0) = f(x)
Diese Anfangsbedingung zeigt die Anfangstemperaturverteilung (diese ist
durch die gegebene Funktion f(z) bestimmt).

Die wichtigsten Typen von Randbedingungen (RB oder BC = boundary conditions), die
in unseren Problemen erscheinen, sind:

¢ Dirichlet-Randbedingungen

Hier werden die Werte vorgegeben, die auf dem jeweiligen Rand von der Funktion
angenommen werden sollen.

¢ Neumann-Randbedingungen
Hier werden die Werte fiir die Normalableitung der Losung auf dem Rand vorge-
geben.

e Gemischte Randbedingungen

Diese stellen eine Kombination der Dirichlet- und der Neumann-Randbedingungen
dar.

273



Laplace-Operator

Aus physikalischen Griinden kommt in PDE's mit zwei oder mehr raumlichen Variablen
(z,y,...) die folgende Summe von partiellen Ableitungen zweiter Ordnung bzgl. der
raumlichen Variablen vor: ug, +ty, + .. ..

Ist die Funktion u(x,y) oder u(z,y,t), so gilt

AU = Ugy + Uy
~——

sprich: “Laplace u"

Ist die Funktion u(x,y, z) oder u(x,y,z,t), so gilt

AU = Ugy + Uy + Uy
~——

Q)as Delta-Symbol A bezeichnet den Laplace-Operator, der mit dem Nabla-Operator
V verwandt ist:

0

B o

? = o oder 2
0 oy

dy B,

\ 32

Zur Erinnerung: Der Gradient eines Skalarfeldes, grad u = ?u ist ein Vektorfeld
und die Divergenz eines Vektorfeldes, div G =X ist ein Skalarfeld.

V2=V -(Vu)

2\ (ou
837 837 82u 82u
9
Ay

dy

= Ugy + Uy -

Diese Beziehung gilt ahnlich mit drei Variablen, z,y, z.
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5.4 Schwingungen einer Saite — Problemstellung
Dieser Abschnitt ist nicht Gegenstand der Priifung.
Wir betrachten eine gespannte Saite mit konstanter Massendichte p (Masse pro Langen-

einheit) und Lange L. Diese Saite ist an beiden Enden eingespannt und sie kann nur
transversal in eine feste Richtung ausgelenkt werden.

Wir bendtigen ein mathematisches Modell, um die schwingende Saite quantitativ zu
beschreiben. Dafiir benutzen wir Gesetze der Physik und leiten so die Wellengleichung
her.

Die Auslenkung der Saite zur Zeit t und am Ort = bezeichnen wir

u(x,t).

Die Saite ist an beiden Enden eingespannt, also miissen die Randbedingungen
u(0,t) =u(L,t) =0
fiir alle Zeiten ¢ > 0 erfiillt werden.

Wir denken uns einen kleinen Abschnitt herausgenommen und vergrossert. Dieses Seg-
ment befinde sich im Koordinatensystem zwischen x; und z5.
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T9 — xyp ist klein

Sei ?1, bzw. ?2, die Spannkraft am Punkt x1, bzw. x5 und sei oy, bzw. ai, der Winkel
zwischen T, bzw. T'5, und der horizontalen Achse.

Wir machen die folgenden Annahmen:

— die Auslenkung u(x,t) ist an jedem Punkt x und fiir alle Zeiten ¢ klein;

— die einzige Kraft, die auf jedem Querschnittselement der Saite ausgeiibt wird, ist
—
die Spannkraft T;

— jeder Punkt bewegt sich nur vertikal, und die horizontalen Komponenten der
Spannkraft sind konstant:

Tycosay =Thcosay =T (T}, bezeichnet den Betrag von ?k)

Laut dem zweiten Newton'schen Gesetz ist die vertikale Kraft, die auf ein Saitenelement
einwirkt, gleich dem Produkt der Masse mit der Beschleunigung des Elementes:

. ) ) 0*u
vertikale Kraft = | Tssinay — Ty sinay = m —

ot?

wobei m = p(x3 — 1) die Masse des Elementes ist.

Da es keine horizontale Bewegung gibt, gilt

‘Tlcosozl =Thcosay =T.
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Wir dividieren diese eingerahmten Gleichungen:

T, sin vy T, sin oy p(xa—11) Pu
T, cos a T, cos oy T o’
~—— N —’
ou ou
tan gy = — tanag = —
)X lxo )X lxq

(Steigung in x3)  (Steigung in 1)

Wir dividieren nun durch x5 — x1:

8l‘ T2 8l‘ T _ E @
To — Xq T 0t?

und lassen x1,x9 — x, also x9 — x1 — O:

Diese Gleichung heisst die eindimensionale Wellengleichung.

Die Konstante % ist positiv und wird ¢? bezeichnet (¢ bedeutet eine Geschwindigkeit).

Es gibt dahnliche Wellengleichungen in héheren Dimensionen:

Uy = CQVU.

Um ein wohlgestelltes Problem zu erhalten (d.h. ein Problem mit genau einer Lésung),
miissen wir noch die Position und die vertikale Geschwindigkeit der Saite zum Anfangs-
zeitpunkt ¢ = 0 angeben. Diese sind die Anfangsbedingungen:

u(z,0) = up(x)
ou
% (SL’,O) = Uo(ﬂf),

wobei u,(x) und vo(x) gegeben sind.

Die eindimensionale Wellengleichung wurde 1747 zum ersten Mal von Jean-Baptiste
le Rond d'Alembert (1717-1782) hergeleitet und gelost. Diese PDE modelliert nicht
nur eine schwingende Saite (wie eine Saite einer Geige), sondern auch Schall-, Licht-,
Wasserwellen, usw.
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Wellen

Die Losungen der Wellengleichung heissen im Allgemeinen Wellen. Physikalisch ist eine
Welle eine sich raumlich ausbreitende Verdnderung (Stérung) oder Schwingung einer
orts- und zeitabhangigen physikalischen Grosse. Eine Welle transportiert Energie, jedoch
keine Materie.

Elementare Wellenformen (oder Schwingungsformen oder Impulsformen) sind

e eine harmonische Welle
(wie eine Sinus-Welle);

Sinus

e eine Rechteck-Welle
oder Stufen-Welle _ I _ N _ | | Rechreck
(englisch: square wave);

e eine Dreieck-Welle;

e eine Sagezahn-Welle e - o

(oder Kippschwingung e L/’/ /‘ : /,4/5-//
e . / :

oder Sagezahnimpuls). _ i :

Wir nennen Wellen Addition eine Summe von zwei (oder mehr) Funktionen wie

Dreieck

. 2mTx . 2nTmx . 2mTx . 2nTmx
sin , sin , sin + sin
T T T
A B C

-~ T~
VAVAVAVAV
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Wellen-Nomenklatur

Eine harmonische Welle ist eine Funktion der Form
u(z,t) = Acos(kx —wt +v)
wobei

e A die Amplitude heisst (englisch: amplitude);

k die Wellenzahl heisst (englisch: wavenumber);

A = 2% die Wellenlinge heisst (englisch: wavelength);

w Kreisfrequenz heisst (englisch: angular frequency);

e T = 2% die Periode heisst (englisch: period);

v Phasenverschiebung heisst (englisch: phase shift);

e kx —wt+v Phase heisst (englisch: phase)

und w/k Phasengeschwindigkeit heisst (englisch: phase velocity).

Eine stehende Welle oder Stehwelle (englisch: standing wave) ist eine Welle, deren
Auslenkung an bestimmten Stellen (die sogenannten Knoten) immer Null verbleibt.

Zum Beispiel bleibt
u(x,t) = Asin(kz) sin(wt)

an den Stellen z = 27 (n € Z) immer Null und ist somit eine stehende Welle.

Die folgende trigonometrische Formel zeigt, dass eine harmonische Welle eine Superpo-
sition von zwei stehenden Wellen ist:

cos(kx —wt +v) = cos(kx)cos(wt —v) +sin(kx) sin(wt —v) .
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5.5 Superpositionsprinzip und
Trennung der Variablen

Ahnlich wie fiir homogene lineare ODEs sind Linearkombinationen von Losungen einer
homogenen linearen PDE auch Lésungen der PDE:

Superpositionsprinzip

Seien u; und uy Losungen einer homogenen linearen PDE
in einem Gebiet R und seien ¢; und ¢y reelle Konstanten.

Dann ist u = ¢; uy + co us auch eine Losung in R.

Folgerung:

Seien wug, uq, us, ... Losungen einer homogenen linearen PDE.

Dann ist die Reihe
u=Zcz~ui (c; eR)
=0
auch eine Losung, sofern sie konvergiert.

Das Superpositionsprinzip gilt dhnlich fiir homogene Nebenbedingungen
wie u(L,t) =0 oder u;(x,0) = 0.

Hauptlosungsstrategie fiir ein PDE-Problem

e Finde zunachst einen grossen Vorrat an Losungen des homogenen Teils der Aufgabe,
die sogenannten Basislosungen.

e Versuche danach durch geeignete Superposition der Basislosungen, die inhomogenen
Nebenbedingungen zu erfiillen.

Hauptstrategie, um Basislosungen zu bestimmen:

Trennung der Variablen.
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Trennung der Variablen

Die Methode Trennung der Variablen, auch Separations- oder Produktansatz ge-
nannt, dient der Losung partieller Differentialgleichungen und dhnelt der Trennung der
Variablen fiir gewdhnliche Differentialgleichungen.

Wir machen einen Produktansatz, d.h., wir nehmen an, dass sich die Losung einer PDE
durch ein Produkt der Form

u(z,t) = X(x)T(t)

darstellen |3sst.

Durch Ableiten und Einsetzen der separierten Funktionen X (z) und 7'(¢) in die PDE
erhalt man eine Gleichung, die sich in zwei gewdhnliche DGL iiberfiihren lasst, die mit
Hilfe von Randbedingungen |6sbar sind.

Die gefundenen Lésungen von der Form X (z) T'(t) miissen nicht die einzigen Lésungen
der PDE sein. Nach dem Superpositionsprinzip kombinieren wir aber diese Losungen
linear, um weitere Losungen zu erhalten.

Ein Separationsansatz gilt auch mit weiteren Variablen:

u(z,y,t) = X(2)Y(y)T(t) oder u(p,0,t) = R(p) W(0)T(t) etc.

Prototypische Probleme, die wir mit dieser Strategie l6sen konnen

partielle Differentialgleichung
Randbedingungen

Anfangsbedingungen

mit einer homogenen
und homogenen/inhomogenen

und mit inhomogenen @ .
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Zusammenfassung der Methode Trennung der Variablen
Schritt 1: Separationsansatz

Beriicksichtige nur unbekannte Funktionen w(x,t) der Form

u(z,t) = X(z)T(t).

Eine homogene lineare PDE zerféllt dann in ein System von linearen ODEs fiir die Funk-
tionen X (x) und T'(t). In den nachsten Abschnitten sind konkrete Beispiele aufgefiihrt.

Schritt 2: Basislosungen

Bestimme alle Lésungen X (x) und T'(t) der ODEs von vorhin, deren Produkt X (x) T'(t)
die homogenen Nebenbedingungen erfiillt. Diese nennen wir Basislosungen:

un(x,t) = X, () T, (t), n=1,23,...

In diesem Schritt miissen wir oft eine Fallunterscheidung vornehmen.

Schritt 3: Superpositionsprinzip

Versuche durch geeignete Superposition der Basislosungen die inhomogenen Nebenbe-
dingungen zu erfiillen — mit Hilfe von Fourier-Reihen.

Das Losen von linearen homogenen ODEs mit konstanten Koeffizienten (siehe
Mathematik |) zusammen mit Rand- oder Anfangsbedingungen ist dann fiir die Lésungen
von PDE-Probleme relevant.

Zur Erinnerung: T'-kT =0

Die Losungen der linearen ODE erster Ordnung mit dem konstanten Koeffizient £ fiir
die unbekannte Funktion T'(¢) der Form

sind die Exponentialfunktionen der Form

T(t) = ce™ mit ceR .
Dabher ist die Losung des Problems
T"-kT =0
T(0)="T,

mit dem gegebenen Anfangswert 7'(0) = T die Funktion 7'(1) = Tyet.
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Zur Erinnerung: X" -kX =0

Die Losungen der linearen ODE zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir die
unbekannte Funktion X (x) der Form

X"-kX=0

sind die folgenden Funktionen in Abhangigkeit von k:

Falls k=w?>0: X(z)=Aews+ Be we | mit A, BeR .
Falls £=0: X(zx)=Az+ B, mit A,BeR .
Falls k=-p?2<0: X(z)=Acospr+ Bsinpzr , mit A,BeR .

Diese Fallunterscheidung miissen wir bei den Problemen mit Nebenbedingungen wei-
terfiihren. Hier sind drei typische Probleme dieser Art (L bezeichnete eine positive Kon-

stante).

Folgerung 1:

Das Problem

X"-kX =0
X(0)=0
X(L)=0

hat die folgenden Losungen:

Falls k=w?>0: X(z)=0 (triviale Losung)

Falls k=0: X(z)=0 (triviale Losung)

Falls k=-p?<0: istinteressant (d.h., |dsst nicht-triviale Losungen zu),

2
wenn pL =n7 , d.h. k:—(n%) (n=1,2,...).

In diesem Fall sind die Losungen die Funktionen der Form

nmTx

X (z) = Bsin 7

wobei B beliebig reell ist und n=1,2,3,...
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Folgerung 2:

Das Problem

X"-kX=0
X(z+L)=X(x)
fir alle x

hat die folgenden Losungen:
Falls k=w?>0: X(2)=0 (triviale Losung)
Falls k=0: X(z) = Konst.

Falls k=-p?<0: istinteressant (d.h., |ldsst nicht-triviale Lésungen zu),

D7t 2
wenn pL =2nmw, d.h. l{;z—(%) (n=1,2,...).

In diesem Fall sind die Losungen die Funktionen der Form

2nmwx . 2nmx
+ Bsin

X (z) = Acos

wobei A und B beliebig reell sind und n=0,1,2,3,...

Folgerung 3:

Das Problem

X"-kX =0
X'(0)=0
X'(L)=0

hat die folgenden Losungen:

Falls k=w?>0: X(2)=0 (triviale Losung)

Falls k=0: X(z) = Konst.
Falls k=-p?<0: istinteressant (d.h., |ldsst nicht-triviale Lésungen zu),
n\2
wenn pL=n7, d.h. |k= _(T) (n=1,2,...).
In diesem Fall sind die Losungen die Funktionen der Form
nmw
X(x)=Acos —
(z) cos —

wobei A beliebig reell ist und n=0,1,2,3,...
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5.6 Schwingungen einer Saite — Losung mittels FR

Problem: Schwingungen einer Saite

u(x,t) = Auslenkung des Saitenpunktes
mit Koordinate x zur Zeit ¢

firalleO<z<Lundt>0

u(0,t) =u(L,t) =0 fir alle t >0
u(z,0) = ug(x) firalle0<z <L @
u(x,0) = vo(x) firalle0<z <L

Losen: Schwingungen einer Saite

Das Losen dieses Problems erfolgt durch Trennung der Variablen.

Schritt 1

Wir beriicksichtigen nur unbekannte Funktionen u(z,t) der Form

u(z,t) = X(x)T(t).

Fiir eine solche Funktion gilt

uy = X () T" (1) und Uge = X'"(2)T(1) .
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Das Einsetzen einer solchen Funktion in die PDE (Wellengleichung) liefert dann

T”(t) ) X"(ZL‘)

Uy =P Uy <= X(2)T"(t) = X"(2)T(t) 2T - X(2)

dividiere durch ¢ X (x)T(t), wenn X (2)T'(t) # 0

Wir betrachten die letzte Gleichung und bemerken, dass die linke Seite unabhangig von x
ist, wahrend die rechte Seite unabhangig von ¢ ist. Somit miissen beide Seiten unabhangig
von = und von t sein, also einfach konstant! Dies ist die Schliisselbetrachtung im ersten
Schritt. Die Konstante nennen wir hier k.

Tll(t) _ XII(:E) A
AT (t) X(z) '

unabhangig von x unabhangig von{ = muss konstant sein

Es folgt, dass die PDE fiir solche Produktfunktionen in ein System von ODEs fiir X (z)

und T'(t) zerfallt:

T”(t) _ k

Xll(l,) o un
X(z) b d A2T(t)

und [T kT =0.]

Die Losungen solcher ODEs kennen wir schon (siehe Ende vom Abschnitt 5.5).

also

Schritt 2

Wir bestimmen alle Lésungen X (x) und T'(t) der ODEs von vorhin, deren Produkt
X (z)T(t) die (homogenen) Randbedingungen erfiillt:

X(0)T(t) = X(L)T(¢) =0,

also
X(0)=X(L)=0 oder T(t) =0 fir alle t .

Die zweite Moglichkeit, namlich T'(t) = 0, ist nicht interessant, da dann die ganze
Funktion u(x,t) = X (x)T(t) stets verschwindet. Die Nullfunktion I6st ja die PDE und
die Randbedingungen, aber hilft nicht beim Erfiillen der Anfangsbedingungen.

Dann suchen wir nach nicht-trivialen Losungen des Problems

X"—kX =0

X(0)=X(L)=0.
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Diese kommen genau dann vor, wenn |k = —(2F)? <0, | und sind

nmwx

X(:J:):BsinT, n=1,2,3,... und BeR.
Wir betrachten nun die ODE fiir die Teilfunktion 7'() mit k = —(“F)2. Wir definieren
die Zahlen |\, = “7¢ | fiir n = 1,2,3,..., welche Eigenwerte genannt werden, um diese

zweite ODE kiirzer schreiben zu diirfen:

‘T"—k‘CZT=O‘ — T”+(%)2T=O — T"+X2T = 0.
——

An

und diese ODE hat die folgenden Lésungen:

T(t) = Ccos(Aut) + Dsin(\,t) n=1,2... und C,DeR.

?

Deshalb sind die folgenden Produktfunktionen Lésungen von der @ und :

nmx

X(x)-T(t) = Bsin— - (Ccos(Ant) + Dsin(Aut))

nmwx

= sin—— -(C cos(A,t) + D sm(A,J)) :
wobei B,C, D,C* und D* reelle Konstanten sind. Wir nennen die Funktionen

sin% cos(A,t) und sin% sin(\,t) Basislosungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form

Upt = C* Ugy 1D-Wellengleichung

u(0,t) =u(L,t) =0 | homogene Dirichlet BC

=
u(z,0) = up(x)
ug(x,0) = vo(x)

sind

nmc

sin? cos(A,t) und sinnLLx sin(A,t), n=1,2,3,... | wobei \, =

)
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Schritt 3

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe

u(z,t) =) sin nLLx (Cn cos(A,t) + Dy, sin()\nt))
n=1

auch eine Losung von der und , sofern sie konvergiert.

Wir wahlen die Koeffizienten C,, und D,,, so dass die Reihe auch die Anfangsbedingungen

@ erfullt:

u(z,0) =) sin (Cr +0) = up(x)
n=1 L ——
vorgegeben
u(x,0) = 3 sin == (0+ A, Dy) = vo(x)
n=1 L ——
vorgegeben

Wir sehen, dass die geeignete Wahl ist

Ch Koeffizienten der Sinus-Reihe der gegebenen uq(x),

1
D,, = —- Koeffizienten der Sinus-Reihe der gegebenen vy(x) .

Gemadss dem Satz FR werden mit dieser Wahl sowohl die Anfangsbedingungen erfiillt,
als auch die Konvergenz der Reihe.

Beispiel:

Wir betrachten das Problem

fir alle 150 und 0 <2 < L

u(0,t) =u(L,t) =0 fir allet >0

L

T wenn O0<z<—

u(z,0) = f(x) = I 2
L—-x wenn §<:1:SL
u(x,0) =0 firalle 0 <z < L.
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Dann ist die Anfangsgestalt der Saite durch die Funktion im Beispiel vom Abschnitt 5.2
gegeben:

Die Koeffizienten b,, der Sinus-Entwicklung dieser Funktion

nmwy

f(x)'\'z by, sin )
n=1 -L

wurden im Abschnitt 5.2 bestimmt:

0 falls n =2k,
4L .
b, = 55 falls n =2k +1 und k gerade ist,
n’m
-4L .
55 falls n=2k+1und k ungerade ist.
nem
_ 4L 4L 4L 4L
- 7z O 0 ) T 9n2) 0, 2572 ) 0 )T 4972
S——" SN—— S——" S———
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n="7

Die Koeffizienten der Sinus-Entwicklung der Nullfunktion sind alle Null.

Es folgt, dass die Losung des Problems durch die folgende Reihe gegeben wird

u(x,t) = Zsinn—zaj (bn~cos()\nt) +O~sin()\nt)) = > by, sinn—zxcos()\nt) ,
n=1 n=1

wobei die Koeffizienten b,, wie oben sind.

Als Annaherung dieser Losung konnen wir das folgende trigonometrische Polynom (nur
mit den Termen 1 <n < 5) nehmen:

AL . mx 1 . 3mz 1 . brmz
u(z,t)  ~ P(smfcos()\lt)—§smTcos()\3t)+%51117005()\575)),

nmwc

wobei A, = "¢,

289



Eigenschwingungen

Die Basislosungen umfassen besondere Losungen, die wir Eigenschwingungen (oder
Schwingungsmoden oder Eigenformen) nennen. Diese sind alle stehende Welle,
weil die Auslenkung an bestimmten Stellen — die sogenannten Knoten — immer Null
verbleibt.

Der Zeit-Faktor ist eine periodische Funktion,

sin(A,t) oder cos(Apt),

die die schwingende Eigenschaft mit der Kreisfrequenz ), = “7* erteilt. Je grosser n ist,
desto schneller diese schwingt.

Der Raumfaktor,

. nmx
SIHT ,
stellt eine sinusformige Welle mit der Kreisfrequenz % und mit Knoten an die Stellen
mit “7* = km, k=0,1,2,...,n, also die n + 1 Stellen
r=0, z=% =2 , x=1L.
n n
Y ~— —— M
k=0 k=1 k=9 k=n

Die Funktion sin Z* (wenn n = 1) stellt die Grundschwingung der Saite und die an-

deren sin —— (mit n = 2,3,...) die Oberténe. Da die Sinus und Cosinus Funktionen
dadurch mit der Harmonie der Ténen (z.B. einer Gitarre) zu tun haben, nennen wir diese
Funktionen harmonische Funktionen.

Die ersten sieben (Grundschwingung und sechs Oberténe) sind in der nachsten Figur
dargestellt. Die entsprechenden Knoten sind farbig hervorgehoben.

| ] ‘ | \ |
0 LT WELS 14 27 U 2537 Lz IS 23 5T ¥ W5 S6E 6T 1

Bild von Landmanderivative via Wikipedia.
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5.7 Wairmeleitung — Problemstellung

Dieser Abschnitt ist nicht Gegenstand der Priifung.

Unter Warmeleitung — auch Warmediffusion oder Konduktion genannt — wird in
der Physik der Warmefluss in einem Feststoff oder einem ruhenden Fluid infolge eines
Temperaturunterschiedes verstanden.

Warme fliesst dabei — gemass dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik — immer nur in
Richtung geringerer Temperatur. Ferner gilt der Energieerhaltungssatz: keine Warme-
energie geht verloren.

Warmeleitung ist ein Mechanismus zum Transport von thermischer Energie, ohne dass
dazu ein makroskopischer Materialstrom benétigt wird wie beim alternativen Mechanis-
mus der Konvektion.

Die Warmeleitungsgleichung — auch Diffusionsgleichung genannt — beschreibt auch
andere Diffusionsprozesse. Man erhalt sogar Anwendungen zur Finanzmathematik, wenn
man Random-Walks durch die Warmeleitungsgleichung beschreibt.

Diffusion ist ein natiirlich ablaufender, physikalischer Prozess, der, mit der Zeit zur
vollstandigen Durchmischung zweier oder mehrerer Stoffe durch die gleichmassige Ver-
teilung der beteiligten Teilchen fiihrt.

l'-= ® g @
-.:': . . :
'}-: 4 .. i
e . e ®
- ]
e & @
e ® & @

Bild von JrPol via Wikipedia.
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Herleitung der 1-dimensionalen Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten einen Metallstab der Lange L > 0 mit kleinem Querschnitt verglichen
mit der Lange.

Wir suchen die Temperatur u(z,t) zur Zeit t > 0 im Punkt z € [0, L].

Wir machen folgende Annahmen:

- keine Warme wird von aussen hinzugefiigt oder nach aussen abgegeben (Warme-
isolation);

- die Massendichte p (Masse pro Langeneinheit) ist konstant;

- die materialspezifische Warmekapazitat C' > 0 (Quotient aus der Warme, die man
dem Korper zufiihrt, und der dadurch bewirkten Temperaturerhdhung) ist kon-
stant.

Fiir jedes beliebige Teilintervall [a,b] c [0, L] ist die Energie im entsprechenden Stabteil

b
f pCu(x,t)dx.

Sei j(x,t) der Energiefluss im Punkt = zur Zeit t. Ist j(x,t) > 0, so fliesst die Energie
an der Stelle x von links nach rechts.

Nach dem Fourier’schen Gesetz [Fourier 1807] ist der Energiefluss proportional zum
negativen Temperaturgradient:

Jj(x,t) = —kug(x,t).

Das bedeutet, dass dort, wo grosse Temperaturunterschiede sind, auch viel Energie fliesst.
Wir nehmen an, dass der Proportionalitatsfaktor £ > 0 konstant ist.
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Fiir eine kleine Zeitschrittweite h > 0 gilt die Energieerhaltungsgleichung:

b b
pru(x,t+h)dx=/pCu(x,t)dx hkun(a,t) +hkua(bt) + O(h2) .

(1) 2) (3)a (3) (4)

Dabei ist:

(1) die Energie im Intervall [a,b] zur Zeit t + h;
(2) die Energie im Intervall [a,b] zur Zeit ¢;

(3), eine lineare Naherung fiir den Energiefluss durch die untere Grenze x = a
ins Intervall hinein;

(3), eine lineare Naherung fiir den Energiefluss durch die Grenze x = b
ins Intervall hinaus;

(4)  Fehlerterme der Ordnung h? (gemass Taylor/Linearisierung).

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir:

b b b
f pCu(x,t+h)dr = f pCu(z,t)dx + hk f Uge (2, 1) dz + O(h?),

—

(1) (2) (3)a + (3)s (4)

beziehungsweise (geteilt durch h):

%(lpru(x,t+h)dx—[abPCU($at) d;p):kfabum(x,t)d:p+0(h).

Im Limes h — 0 erhalten wir damit:

b b
pCf w(x,t) doe = k/ Uge(x,t) dx .

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige Intervall [a,b] gelten muss, kénnen wir daraus
folgern, dass
pCuy(z,t) de = kug,(x,t).

Setzen wir ¢2 = k/(pC'), so erhalten wir die 1-dimensionale Warmeleitungsgleichung:

Up = C2 Uy .
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Nebenbedingungen

Um die Temperatur im Stab zu einer beliebigen Zeit eindeutig zu bestimmen, bendtigen
wir sowohl die anfangliche Temperaturverteilung

u(z.0) = 1), (1)

als auch die Randbedingungen am Stabende, zum Beispiel:

e Werden die Enden auf konstanter Temperatur gehalten, so ist

u(0,t) =Uy und u(L,t)=Uyp .

(homogene/inhomogene) Dirichlet-Randbedingung

e Sind die Enden isoliert, findet zu keinem Zeitpunkt ein Warmetransport durch die

Rander statt, d.h.
uz(0,t) =0 und wu,(L,t)=0.

homogene Neumann-Randbedingung

Herleitung der Warmeleitungsgleichung in h6heren Dimensionen

Wir suchen die Temperatur u(z,y, z,t) zur Zeit t > 0 im Punkt (x,y, z) eines Korpers
im Raum mit Dichte p (Masse per Volumeneinheit). Wir analysieren nun ein beliebiges
Teilrechteck V.

Statt eine skalare Funktion j(z,t) ist der Energiefluss nun ein zeitabhangiges Vektorfeld

7(x,y,z,t), in dessen Richtung die Energie fliesst. Nach dem Fourier’schen Gesetz
ist der Energiefluss proportional zum negativen Temperaturgradient:

— —
J(z,y,2,t) ==k Vu(x,y,zt).
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Mit dhnlichen Annahmen wie vorhin gilt die folgende Erhaltungsgleichung fiir eine kleine
Zeitschrittweite h > 0:

ffpru(:c,y,z,t+h)dV = ffpru(:c,y,z,t)dV + jjhkgu-ﬁdé’ + O(h?).
v 1% S N

(4)

(1) (2) (3)
Dabei sind:
(1) die Energie im Rechteck V' zur Zeit ¢ + h,

(2) die Energie im Rechteck V' zur Zeit t,

(3) eine lineare Naherung fiir den Energiefluss durch die Oberflache S
vom Rechteck V' nach aussen (7 ist der nach aussen zeigende
Normaleneinheitsvektor), und

(4) Fehlerterme der Ordnung h? (gemass Taylor/Linearisierung).

Mit dem Satz von Gauss erhalten wir:

pC I‘Ij (u(x, y,z, t+h) —u(z,y, 2, t)) dV =hk IJI div(? u)dV +O(h?),

beziehungsweise (geteilt durch h):
% jjf (u(:lf, y,z, t+h)—u(z,y, 2, t)) dV =k jjf div(? w)dV +O(h).
v 1%

Im Limes h — 0 erhalten wir damit
pC’jffut dv = l{:jjf div(V u)dV.
1% 1%

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige Rechteck V' gelten muss, konnen wir daraus
folgern, dass .
pCup = kdiv(V u).

Wir erkennen den Laplace-Operator auf der linken Seite: Au = 5)(6)11) = div(gradu).

Setzen wir ¢? = k/(pC'), so erhalten wir die 3-dimensionale Warmeleitungsgleichung:

up = c2 Au.
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5.8 Warmeleitung in einem Stab — Losung mittels FR

Problem: Warmeleitung in einem Stab

u(xz,t) = Temperatur des Stabpunktes
mit Koordinate = zur Zeit t
(0<z<L,t>20)

fir alle <. < [ und 150

u(0,t) =u(L,t) =0 fir allet >0

w(x,0) = f(x) fiir alle 0 <z < L. @

Losen: Warmeleitung in einem Stab

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Trennung der Variablen.

Schritt 1

Wir beriicksichtigen nur unbekannte Funktionen u(z,t) der Form

u(z,t) = X(z)T(t).

Fiir eine solche Funktion gilt

ug = X (x) T'(t) und Uge = X"(2)T(1) .
Das Einsetzen einer solchen Funktion in die PDE (Warmeleitungsgleichung) liefert dann

@) _ ,X"(x)

U= Uy <= X(2)T'(t)=cX"(2)T(t) W c X()

dividiere durch X (z)7T'(t), wenn X (z)T'(t) #0

296



Wir betrachten die letzte Gleichung und bemerken, dass die linke Seite unabhangig von x
ist, wahrend die rechte Seite unabhangig von ¢ ist. Somit miissen beide Seiten unabhangig
von x und von t sein, also einfach konstant! Dies ist die Schliisselbetrachtung im ersten
Schritt. Die Konstante nennen wir hier k.

T o Xw
2T (1) X(2) |

unabhdngig von = unabhangig vont = muss konstant sein

Es folgt, dass die PDE fiir solche Produktfunktionen in ein System von ODEs fiir X ()
und T'(t) zerfallt:
X 7/(1)
X(z) 2T(t)

=k,

also

X"-kX =0 und  |T" - k2T =0.]

Die Losungen solcher ODEs kennen wir schon (siehe Ende vom Abschnitt 5.5).

Schritt 2

Wie fiir die Wellengleichung (siehe Abschnitt 5.6) bestimmen wir alle Lésungen X ()
und T'(t) der ODEs von vorhin, deren Produkt X (z) T'(t) die (homogenen) Randbedin-
gungen erfiillt:

X(0)T@)=X(L)T(t) =0,

also
X(0)=X(L)=0 oder T(t) =0 fir alle t .

Die zweite Moglichkeit, namlich T'(t) = 0, ist nicht interessant, da dann die ganze
Funktion u(x,t) = X (x)T(t) stets verschwindet. Die Nullfunktion I6st ja die PDE und
die Randbedingungen, aber hilft nicht beim Erfiillen der Anfangsbedingungen.

Dann suchen wir nach nicht-trivialen Losungen des Problems

X"-kX =0

X(0)=X(L)=0.

Déja-vu... Diese kommen genau dann vor, wenn |k = —(“*)% <0, | und sind dann

nmTx

X (x) = Bsin T

n=1,2,3,... und BeR.
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Wir betrachten nun die ODE fiir die Teilfunktion T°(t) mit k = —(27)2. Wir definieren

die Zahlen |\, = “F¢ | fiir n = 1,2,3,..., welche Eigenwerte genannt werden, um diese
zweite ODE kiirzer schreiben zu diirfen:

T - kT =0 — T’:—(?)ZT — T =-\T.
——

An

Diese Gleichung besitzt die folgenden Losungen:

T(t):Ce”\%f, n=1,2,... und C'eR.

Deshalb sind die folgenden Produktfunktionen Lésungen von der und ;

nmTx

X(z)-T(t) = Bsin I C et

\2, . NTX
= B¥e Ml sin —— |

L
wobei B, C und B* reelle Konstanten sind. Wir nennen die Funktionen

N2 . NnTmX . g
Uy (z,t) = et sin —— Basislésungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form
g = 2 Uy 1D-Warmeleitungsgleichung
u(0,t) =u(L,t)=0 homogene Dirichlet BC
=
u(z,0) = f(x)
sind
. nnx .
et sin——, 1= 1,2,3,... | wobei A, = €.
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Schritt 3

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe

u(x,t By uy(z,t)

12 . nmx
B, et sin —=
L

i

auch eine Losung der Warmeleitungsgleichung und der , sofern sie konvergiert.

Wir wahlen die Koeffizienten B,,, sodass die Reihe auch die Anfangsbedingung

erfiillt. Das heisst, dass der Wert der Reihe zur Zeit ¢ = 0, gleich der gegebenen Anfang-
stemperaturverteilung sein soll (sofern die Reihe konvergiert):

u(,0) = ) By sinr- = f()
n=1 ——
vorgegeben

Deshalb sollen die B, als Koeffizienten der Sinus-Reihe (d.h. die Fourier-Reihe der
ungeraden und 2 L-periodischen Fortsetzung) der Anfangsfunktion f(x) gewahlt werden.

Beispiel:

Wir betrachten das Problem

fir alle £ 0 und 0< 2 < L

u(0,t) =u(L,t) =0 firallet >0

u(,0) = f(x) =

Dann ist die Anfangstemperaturverteilung auf dem Stab durch die Funktion im Beispiel
vom Abschnitt 5.2 gegeben:
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Die Koeffizienten b,, der Sinus-Entwicklung dieser Funktion

nmxr

flz)~ Z b, sin —— ,
n=1 L

wurden im Abschnitt 5.2 bestimmt:

0 falls n =2k,
AL .
b, = 55 falls n=2k+1und k gerade ist,
n?m
—4L :
-— falls n=2k+1 und k ungerade ist.
n?m
4L 4L 4L 4L
= 2o 053 0 i5m, 0 -,
—— — —— ’ —— v =
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=6 n="7

Deshalb ist die Losung dieses Problems durch die folgende Reihe gegeben:

[ee]
u(z,t) = ) by eVt gin 2L ,
n=1 L

wobei A, = “Z¢ und die Koeffizienten b,, wie oben sind.

Bemerkung: Diese Losung lasst sich alternativ in Bezug auf einen Parameter k& (mit
n =2k + 1) wie folgt schreiben:

<  (-1)ML . o, . (2k+1)7mz

t) = _— 2k+1 -
u(x,t) 2 Rkt 1y e sin 7
| S —
BQIH—I
47, 1 3 1 5
= F (e"\%tsin W—Lx —5 e_)‘gtsin % +2—5 e_/\gtsin% - ... )
k=0 k=1 k=2

_ (2k+1)mc

wobei )\2k+1 = I .

Als Anndherung dieser Losung konnen wir die folgende Summe (nur mit den Termen
1 <n <5) nehmen:

w(a,t) - AL (e-m. 1 e, . 31 1 ., . 57r_x)

— SiIn — — — ¢ "3"'sin——+ — € "5°sIn
71—2

L 9 L 25 L

wobei A, = *T¢.
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5.9 Variationen zum Thema Trennung der Variablen
illustriert durch Warmeleitung

a) Homogene Dirichlet-Randbedingungen

Ein Beispiel von Warmeleitung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen haben wir
gerade im Abschnitt 5.8 gelost. Wir werden hier einen elementaren Spezialfall angehen.

Spezialfall: wenn der Anfangszustand durch ein geeignetes
trigonometrisches Polynom beschrieben ist

Beispiel:

Wir betrachten nun den folgenden Fall der Warmeleitung in einem Stab:

fir alle £ 50 und 0<.1 < I

u(0,t) =u(L,t) =0 fir alle t >0

1
u(x,O)zQsin%Tx—g sin&TTx firalle0<x <L @

Dann ist die Anfangstemperaturverteilung durch ein trigonometrisches Polynom gegeben.
Die Bestimmung der Fourier-Reihe eines trigonometrischen Polynoms mit geeigneten
Frequenzen ist unmittelbar: In diesem Fall besitzt die Sinus-Entwicklung der Funktion

3 1 8 & ,
T . Smx Z B, sin mg:c

u(x,0) = 2sinT—g sin—— =

n=1

uniibersehbar die Koeffizienten

1
By =2, Bg = “F und alle anderen B,, = 0.

Deshalb ist die Losung dieses Problems wie folgt:

(o]
2, . NAT y2, . 3mx 1 2, . 8mx
u(z,t) =Y ByeMlsin—= 2 eMisin—— —— e *'sin——
’ " L 5 L
n=1 S——"
Bs

By

3 1 e 8
=26 () tgip %:1: - 5 e’(ST)Qtsin %:1: .

Ubung: Uberpriife diese Losung durch Einsetzen ins gegebene Problem.
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b) Periodizitdtsbedingung

Warmeleitung im geschlossenen Draht

Draht der
Lange L

u(z,t) = Temperatur des Drahtpunktes mit Koordinate x zur Zeit ¢

J u(z+ L,t) =u(x,t) fir alle (z,t) @

(Periode L fiir die Variable x)

u(z.0) = 1 () (19

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Trennung der Variablen.

Schritt 1

Fiir Funktionen u(x,t) = X (z)T'(t) zerféllt die Warmeleitungsgleichung in das System
von ODEs von vorhin:

X"-kX =0 und T" - k2T =0,

wobei k eine beliebige reelle Zahl ist.

Schritt 2

Wir bestimmen alle Lésungen dieser ODEs, deren Produkt X (x) T'(¢) die L-Periodizitats-
bedingung erfiillt.

X(z+ L)T(t) = X (2) T(t)

< (X(z+L)-X(2))T(t)=0

<~ | X(z+L)=X(x) fur alle x| oder T(t) =0 fiir alle ¢.

die Nulllésung ist nicht interessant
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Das Problem
X"-kEX =0

X(x+L)=X(x) fir alle x

besitzt nur dann nicht-triviale Lésungen, wenn (cf. Ende vom Abschnitt 5.5) | k = —(22)2

und die sind dann von der Form

2nmx . 2nmx
+ Bsin

X (z) = Acos n=0,1,2,... und A,BeR .

Die Losungen von ‘T’ - kAT = O‘ fiir solche £ sind

. 2
T(t)=Ce ! wobei M, = ”L“, n=01,2,... undCeR.

Somit sind die folgenden Funktionen Losungen von und

2nmw 2nmx :
X(z)-T(t) = (A Cos + Bsin = ) Cle
2nmx . 2nmx :
= (A* cos 4+ B*sin ) et
L
Die Koeffizienten A, B, A* und B* sind reelle Konstanten und n =0,1,.... Wir nennen
die Funktionen
2nmx 2nmwx . re
1, e‘A%tcosT und e ! sin — (n=1,2,...) Basislésungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form

Up = € Uyy 1D-Warmeleitungsgleichung
u(z+ L,t) =u(x,t) =0 fir alle x Periodizitats BC
(&5
u(z,0) = f(x)
sind
2nmx . 2nTx _
1, eMtcos und e~ tsin = 1,2,... [ wobei ), = 227,
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Schritt 3

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe

2nmx 2n7r:v) a2y
e n

u(x,t) = Ag + i (An oS + B, sin

n=1
auch eine Losung von der und , sofern sie konvergiert.

Wir wahlen die Koeffizienten A,, und B, so dass die Reihe auch die Anfangsbedingungen

@ erfillt:

u(x,0) = Ag+ i (An cos
n=1

2nmx . 2nmx
+ B, sin

) = f(@)

——
vorgegeben

Wir vergleichen mit der Fourier-Reihe von f(z):

2 2
nmT +bsin nmc)

@ &
f(z) 5 +nZ=:1(an oS

und sehen, dass die passende Wahl der Koeffizienten ist:

Ay =37, A, = a, = n-ter Koeff. von cos in der FR von f(z),

B, =0, = n-ter Koeff. von sin in der FR von f(z).

So ergibt sich die Losung des ganzen Problems.

Beispiel:

Ist die Anfangstemperaturverteilung des Drahtes durch

2 .4
f(x) = 33+§sin%—cos6ﬂ%

gegeben, so erhalten wir die folgende Losung des ganzen Problems:

a2y . 4mx 2 6
u(z,t)= 33 +%e )‘2tsmT - e )‘3tcosT
SN—— S——"

Alle andere Koeffizienten sind in diesem Fall Null.

Ubung: Uberpriife diese Lésung durch Einsetzen ins gegebene Problem.
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c) Homogene Neumann-Randbedingungen

Wir betrachten die Warmeleitung in einem Stab mit adiabatischem Ende, d.h.

keine Warme wird mit der Umgebung ausgetauscht.

fir alle 0< < L und 150

uz(0,t) =u,(L,t) =0 fir alle ¢ >0

u(z,0) = f(x) firalle 0<x < L.

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Trennung der Variablen.

Schritt 1

Fiir Funktionen u(z,t) = X (x)T(t) zerfallt die Warmeleitungsgleichung in das System

von ODEs von vorhin:

X"-kX =0 und T —kc*T =0,

wobei k eine beliebige reelle Zahl ist.

Schritt 2

Wir bestimmen alle Lésungen dieser ODEs, deren Produkt X (x)7T'(t) die Randbedin-

gung erfiillt.

X'(0)T(t) = X'(L)T(t) =0 <[ X"(0) = X'(L) = 0| oder T(t)=0fiir alle ¢ .

die Nulllosung ist
nicht interessant

Das Problem
X"-kX =0
X'(0)=X"(L)=0

besitzt nur dann nicht-triviale Losungen, wenn (cf. Ende vom Abschnitt 5.5)

und die sind dann von der Form
nmwx

X(:L‘):ACOST, n=0,1,2,..., AeR.

Die Lésungen von |T" — kc2 T = 0| fiir solche k sind

nmc

k=~

nm

)2 <0

T(t)=Ce ™! wobei Ap=—=n=012. . undCeR.
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Somit sind die folgenden Funktionen Losungen von und

nmTx

X(T) . T(t) = A* CcOS T . G—)\if.

Die Koeffizienten A* sind reelle Konstanten und n =0, 1,.... Wir nennen die Funktionen
nmw -
et cos - (n=0,1,2,...) Basislésungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form

g = 2 Uy 1D-Warmeleitungsgleichung

ug(0,t) =ux(L,t) =0 homogene Neumann BC

=

u(z,0) = f(x)

sind

nmc

nmx
A2 ¢ - ; -
1, e*ntcos 7 ,n=1,2,... | wobei A\, = "¢

. . .. .. . . _ 2
Die Basislosung fiir n = 0 wurde als Konstante 1 eingetragen, da \g = 0 und somit e~*0¢ cos 0% =1

Schritt 3
Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe

oo
u(x,t) = ZAne‘)‘%tcos@
n=0 L

die Losung des ganzen Problems, falls die A,, die Koeffizienten der Cosinus-Reihe
von u(z,0) sind.

Ausblick

Die Fourier-Entwicklungen (d.h. Reihen von Cosinus- und Sinus-Funktionen), die fiir die
Losung dieser PDE-Probleme niitzlich sind, sind der erste Fall von Entwicklungen nach
speziellen Funktionen, die fiir die Losung von anderen PDE-Probleme niitzlich sind. Zum
Beispiel spielen Fourier-Bessel-Entwicklungen (d.h. Reihen von Bessel Funktionen) bei
der Losung von Problemen auf rotationssymmetrischen Modellen eine wichtige Rolle.
Im Allgemeinen sind Sturm-Liouville-Probleme PDE-Probleme, dessen Lésen durch
Trennung der Variablen, Superpositionsprinzip und solche fourierartige Entwicklungen
erfolgt.
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d) Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

Bei inhomogenen Randbedingungen brauchen wir ein neues Verfahren, um Trennung
der Variablen zu unterstiitzen. Die Methode der stationdaren Lésung ist ein solches
Verfahren, die wir hier in einem Warmeleitungsproblem erklaren.

Warmeleitung in einer Wand
Wir betrachten zwei Raume getrennt durch eine dicke Wand und analysieren die Tem-

peratur entlang der Wand in Abhangigkeit der Tiefenkoordinate x und der Zeit ¢.

F)iel.TEmpEratur homogene Wand F)ie Temperatur
im linken Raum der Dicke I, |m.rechten Raum
bleibt Uj. bleibt Uy,

»> T

0 L

Sei u(x,t) = Temperatur eines Wandpunktes mit Tiefenkoordinate x zur Zeit t. Das
mathematisches Modell ist ein Problem mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen:

fir alle 0< < L und 50

u(0,t) = Uy, u(L,t) = Uy fiir alle Zeiten t >0

u(x,0) = f(z) firalle 0<z <L @

Dieses Problem mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen und lasst sich mit der Me-
thode der stationaren Losung 16sen:

1. Wir bestimmen zunachst eine stationdre Losung u*(z) des Teilproblems
fir 0 <0< L und £50

u(0,t) = Uy, u(L,t) = Uy firt>0

d.h. eine Losung u*, die unabhangig von der Zeit ist: u; = 0.
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Bestimmung der stationdren L6sung:

0=c?uy, { u*(zr)=Ax+B
—

u*(0) = Uy, u*(L) =Uy u*(0) =Uo, u*(L) =Uy
— u*(x)zULgonwLUo.

2. Fiir die gesuchte Losung des vollstandigen Problems machen wir den Ansatz

u(z,t) =u*(z) +v(zx,t)

wobei die Funktion v(z,t) das folgende Problem erfiillen soll:

Vg = C? Uyy

v(0,t) =0, v(L,t) =0 fiir alle Zeiten t >0
homogene BC

® ® &)

v(z,0) = f(z)-u(x)

—_—
angepasste
Anfangsfunktion!

Die Randbedingungen fiir v(x,t) sind nun homogen, deshalb ldsst sich v(x,t) wie
vorher bestimmen (siehe Abschnitt 5.8).

Schritt 1:  Separationsansatz v(z,t) = X (x) T(t).
Schritt 2:  Basislosungen, die die homogenen BC erfiillen.

Schritt 3:  Sinus-Entwicklung von v(z,0) = f(x) —u*(x).

Zusammenfassung der Methode der stationdren Lésung:
Die Losung des gegebenen Problems ist

u(z,t) = u(z)+v(x,t)

mit

e v*(x,t) = Losung der Warmeleitungsgleichung mit homogenen BC
und mit IC v(z,0) = f(z) —u*(z).
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Beispiel:

Wir betrachten das Problem

firalleO<z<mundt>0

u(0,t) =33, u(m,t) =33+ fir alle Zeiten ¢

u(z,0) =33+ (1 -m)x + a2 firalle 0 <z <.

®® &)

Also hier sind
L=m, Uy=33, Up=33+m und u(x,0)=33+(1-m)x+a>.
Mit diesen Parametern ist die stationdre Lésung u*(z) = = + 33.
Die ganze Losung ist von der Form
u(z,t) =u*(z) +v(x,t),
wobei v(x,t) die Losung des folgenden Problems ist:

V= C Uy
v(0,t) =0, v(m,t) =0

v(z,0) =u(x,0) —u*(x) =22 -7z .

Wir brauchen nun die Koeffizienten, b,,, der Sinus-Reihe von 22 — 7z fir 0 < z < 7:

8
——— falls n ungerade
4 T . 2n7x ™3
bn:§/(;(x - ) sin dr=--= (n=2k+1,k=0,1,...)
? j;yT ) 0 sonst.
T =27 partielle
Integration
Die Losung des Problems ist dann
8 & e_)‘gkﬂt .
u(z,t)y=z+33-= > 51n((2k3+1):p),

T = (2k+1)3

wobei Agxi1 = (2k+1)¢, da L =m.
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5.10 Die Potentialgleichung

Die Potential- oder Laplace-Gleichung (nach Pierre-Simon Laplace, 1749-1827) ist
die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Au=0

fur eine skalare Funktion w in einem ebenen oder raumlichen Gebiet, wobei A den
Laplace-Operator darstellt. Die Potentialgleichung ist der Prototyp einer elliptischen par-
tiellen Differentialgleichung.

Die Bedeutung der Potentialgleichung umfasst mehrere Teilbereiche der Physik wie
Warmeleitung, Fluiddynamik, Elektrostatik, etc.

Bezug auf Warmeleitung

Die Warmeleitungsgleichung modelliert ein Temperaturgefalle:

e Im 1-dimensionalen Fall u, = c?u,, oder

e in hoher-dimensionalen Fallen wu, = ¢? Au.

Ist eine Temperaturverteilung w stationar, d.h. unabhangig von der Zeit ¢, so ist die
Zeitableitung Null und u erfiillt die Potentialgleichung:

e Im 1-dimensionalen Fall u,., = 0 oder

e in hoher-dimensionalen Fallen Awu = 0.

Die Potentialgleichung lasst sich also als stationarer Fall der Warmeleitungsgleichung
betrachten. Dies wird als stationare Warmeleitung bezeichnet.

Ein 1-dimensionales Beispiel hierfiir ist ein Metallstab, unter welchem an einem Ende
eine Kerze steht und dessen anderes Ende mittels Eiswasser gekiihlt wird. Auf dem Stab
wird sich nach einiger Zeit ein zeitlich konstantes Temperaturgefélle u(x) ausbilden,
welches die Gleichung u'” = 0 erfiillt (seitlicher Temperaturaustausch mit der Umgebung
wird vernachl3ssigt). Die Funktion u(z) ist deshalb linear.
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Ein héher-dimensionales praktisches Beispiel findet sich in der Isolierung von Hau-
sern. Die Heizung im Inneren ist dabei die Kerze und die kalte Aussenluft das Eiswasser.

Wir bemerken, dass die materialspezifische Konstante ¢? nicht mehr relevant ist. Damit
sind die Losungen der Potentialgleichung rein geometrisch: sie hangen nur von der Form
des Gebietes ab und nicht von anderen Stoffeigenschaften. Die Losungen der Potential-
gleichung werden als harmonische Funktionen bezeichnet.

qr'

Eine harmonische Funktion in einem Kreisring
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5.11 Stationare Wadrmeleitung in zwei Dimensionen
mittels FR

Wir betrachten eine rechteckige Platte der Breite a und Hohe b und stationdre Warmelei-
tung dariiber. Die Platte sei diinn und lasse sich als Oberflaiche modellieren. Sei u(z,y)
die Temperatur des Plattenpunktes mit Koordinaten = und y (0 <x <a, 0 <y <b).

Sei die Temperatur auf der unteren,
rechten und linken Seite konstant homogene Randbedingung
gleich Null.

Sei f(x) die Temperatur auf der

oberen Seite. } inhomogene Randbedingung

u=f(z)

> T
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Das mathematische Modell ist dann fiir alle 0 < x <a und 0 <y < b:

u(z,0) =u(0,y) =u(a,y) =0
u(z,b) = f(x)

Die Losung dieses Problems erfolgt durch Trennung der Variablen.

Schritt 1

Wir beriicksichtigen nur unbekannte Funktionen u(z, 1) der Form

u(z,y) = X(2)Y(y).

Das Einsetzen einer solchen Funktion in die PDE liefert

X"(Jf) _ ~ Yu(y) _ i
X(x) Y(y)
S——— ———
unabhangig von y unabhangig von z = muss konstant sein

und die PDE zerféllt in ein System von ODEs fiir X () und Y (y):

und Y+ kY =0.]

Schritt 2

Wie zuvor bestimmen wir alle Losungen X (z) und Y (y) der ODEs, deren Produkt
X (z)Y (y) die homogenen Randbedingungen erfiillt:

X(0)Y(y) =X(a)Y(y) =0

d.h.,
X(0) = X(a) =0

(sonst ergibt sich die triviale Losung).
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Nicht-triviale Lésungen des Systems
X"-kX =0

X(0) = X(a) =0

kommen genau dann vor, wenn |k = —(2F)% <0, | und sind

nmTxr

X(:L‘):CsinT, n=12,..., CeR.

Fiir k = —(%%)? erhalten wir folgende ODE fiir die Teilfunktion Y (y):

= v -(Z)y.

a

Sie hat die folgenden Losungen:

n

V(y)=Ae“?V+Be Y, n=1,2,...,A,BeR.

Die untere Randbedingung u(x,0) = 0 liefert y(0) = A+ B = 0 und deshalb B = - A.
Wir erhalten

Y(y)=A (e%y - e’%y)
= 2A sinh nmy .
a
1

Sinus Hyperbolicus

Zur Erinnerung:

Y
)
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Deshalb sind Vielfache von Funktionen der Form
nwT nm1
X(z)Y(y) =sin 7T ginh Y
a a

Losungen der und des homogenen Teils von . Diese Funktionen nennen wir

Basislésungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form

Ugg + Uyy = 0 Potentialgleichung

u(z,0) =u(0,y) =u(a,y) =0 | 3 x homogene Dirichlet BC

=
u(z,b) = f(x)
sind
sin@ sinh@ , n=1,2,....
a a
Schritt 3

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Reihe
u(z,y) =) C, sin "0 sinh Y
n=1 a a
auch eine Losung der Potentialgleichung und der homogenen Randbedingungen, sofern
sie konvergiert.

Wir wahlen die Koeffizienten C,, so, dass die Reihe auch die inhomogene Randbedingung
u(z,b) = f(x) erfiillt. Das heisst, dass der Wert der Reihe fiir y = b

&0 . nmx . . nmb
u(z,b) = > C, sin—— sinh —
n=1 a a
Konstanten

gleich der Funktion f(z) sein soll. Deshalb miissen die Produkte

. sinh 70
a

als Koeffizienten der Sinus-Reihe von f(x) gewahlt werden, also

Cp = ——— - n-ter Koeffizient der Sinus-Reihe von f(x).
sinh #
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Beispiel:

Ist die Platte quadratisch mit Masse a = b =1 und ist f(x) konstant gleich 1, nehmen
wir |

w = ——— - n-ter Koeffizient der Sinus-Reihe von f(z),
sinh(nm)

wobei die Sinus-Reihe von f(x) die Fourier-Reihe einer Square-Wave ist.

1 ‘ —
1 -
: L w4 : :
Fourier-Reihe: »° — sin(nmz). Vergleiche Abschnitt 5.1.
n=1 NT
Es ergibt sich die Losung
e 1
u(z,y) Z -sin(nmz) - sinh(nmry)

“ nr sinh(nr)

mit dem folgenden Graph:
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5.12 Fourier-Integrale (Fl)

Motivation

Bei der Losung von PDEs auf einem beschrankten Intervall [a,b] betrachten wir perio-
dische Funktionen mit der Periode T' = b — a. Hierbei sind Fourier-Reihen niitzlich.

Nun mdochten wir uns von der Periodizitatsbedingung befreien, um PDEs auf der ganzen
reellen Achse R zu |6sen.

Herleitung

Sei f eine nichtperiodische Funktion auf R. Wir schranken f auf das Intervall [—5, %]

mit dem Hintergedanken 1" — +oco ein und nennen diese Einschrankung fr. Im Intervall
[-Z,Z] lasst sich fr in eine Fourier-Reihe entwickeln:

2nrwx . 2nTmx
+ b, sin )

fT(ilj ~ 50 i(ancos

Wir benutzen die Euler-Formeln fiir die Fourier-Koeffizienten a,, und b, mit der Integra-
tionsvariable v:

onmwr 2 T/2 o2nmx

T/2
fr(x) ~ = f fT(v)dv+Z(cos T T Joa fr(v) cos T dv
(1;0 Ay,
2
. 2nmx 2 T2 2nmr
+sin—r— - — fT(v) sin dv)
bn
Wir definieren
_ 2nm dw 27
Wy, = T ) W = Wp41 wn_T
und schreiben:
o0 T/2
fr(x) ~ = f fT(v)dv+— Z(cos(wnx)dwf/ fr(v) cos(w, v) dv+
n=1 -T/2

+ sin(w, ) dw f;//j fr(v) sin(w, v) dv) .

Diese Formel gilt fiir jedes beliebige T". Wir lassen nun T" gegen unendlich streben.
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Annahme: Der Betrag von f(x) ist auf R integrierbar, d.h. [ |f(z)|dx < oo.

Unter dieser Annahme verschwindet der erste Term (ag) im Grenzwert:

T/2

1 1 oo
lim — o fr(v)dv| < %Ln‘}of /:oo |f(v)|dv = 0.

Zudem wird die (Riemann’sche Naherungs-)Summe im Grenzwert ein Integral:

fr(x) ~ % fooo (cos(wx) dw[: f(v)cos(wv) dv + sin(wx) dw[: f(v)sin(wv) dv).

A(w) B(w)

Wir nennen es ein Fourier-Integral und definieren die Koeffizienten-Funktionen

A(w) = % [: f(v)cos(wv) dv

B(w) = % [: f(v)sin(wv) dv .

Fourier-Integrale

Satz. Ist f(x) eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion und ist ihr Betrag
auf R integrierbar, so lasst sich f(x) durch ein Fourier-Integral

'/Ooc (A(w) cos(wz) + B(w) sin(wz) ) dw

darstellen, wobei A(w) und B(w) die obigen Formeln besitzen. Dann gilt

e In allen Stetigkeitspunkten von f ist das
Fourier-Integral gleich f(x) und

e In den Sprungstellen ist das Fourier-Integral
gleich dem arithmetischen Mittel der beiden
einseitigen Grenzwerte von f.
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Fourier-Cosinus- und Sinus-Integrale

Ahnlich wie fiir Fourier-Reihen besitzen gerade, bzw. ungerade, Funktionen Fourier-
Cosinus-Integrale bzw. Fourier-Sinus-Integrale, namlich:

o Ist f(x) gerade, so gilt:

flz)~ v/OOOA(w)cos(wx) dw

mit

A(w) = % [Ooo f(v)cos(wv)dv.

e Ist f(x) ungerade, so gilt:

flz)~ v/OOOB(w) sin(wz) dw

mit

B(w) = % /(;oof(v)sin(wv)dv.

Bemerkungen:

Ahnlich wie die Fourier-Reihen lassen sich Fourier-Integrale in komplexer Form
darstellen:

f@)~ [T Foyean

F =5 [ fwyetay.

F(\) heisst dann die Fourier-Transformierte von f(z).

@ Ausser der Fourier-Transformation gibt es weitere Integraltransformationen von
grosser praktischer Bedeutung.

Insbesondere iiberfiihrt auch die Laplace-Transformation eine gegebene Funktion f
vom reellen Zeitbereich in eine Funktion F'im komplexen “Spektralbereich”. Diese
Funktion F" wird Laplace-Transformierte genannt. Wie zur Fourier-Transformation
gibt es zur Laplace-Transformation ebenfalls eine inverse Transformation.
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Beispiel:

Wir stellen die folgende Funktion mittels eines Fourier-Integrals dar:

1 fallsO<xz<1,
f(@) _{ 0 sonst.

Die Koeffizienten des Fourier-Integrals sind

A(w) = B fwf(v) cos(wv) dv
T ™ —o0
Formel fiir A(w)
% fol 1-cos(wv) dv

1
Definition von f

! [% sin(wv)];

yom

HDI

_ sinw

qw

und: ] -

B(w) = —f f(v)sin(wwv) dv

T ™ —o0
Formel fiir B(w)

1 rl

—f 1-sin(wv) dv
m Jo

Definition von

1r-1 1
= — [— cos(wv)]
T T w 0
HDI
B 1 - cosw
- Tw

Es ergibt sich das Fourier-Integral von f:

flz)~ '/Ooo (sinww cos(wx) + 1o cosw sin(wx)) dw

T Tw
—— —_——
A(w) B(w)

und dies ist gleich:

falls 0 < x < 1,

falls x = 0 oder x = 1,} Sprungstellen

S Nol= =

sonst.
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5.13 Warmeleitung in einem unendlichen Stab
mittels Fl

Thermische Diffusion

Wir betrachten einen sehr langen Stab mit kleinem Querschnitt verglichen mit der Lange.
Diesen Stab modellieren wir durch die reelle Gerade. Sei u(x,t) die Temperatur zur Zeit

t >0 im Punkt z € R.
Keine Randbedingung! O

Aber die Losung soll fiir alle (z,t)
beschrankt bleiben.

u(r.0) = F(2) (i)

——

gegebene Anfangs-
temperaturverteilung

Die Losung dieses Problems erfolgt durch eine Kombination von der Trennung der Va-
riablen mit den Fourier-Integralen.

Schritt 1: Separationsansatz

Fiir unbekannte Funktionen der Form u(z,t) = X (x)T(t) zerfallt die PDE wie friiher
in zwei ODEs:

X"-kX =0 und |1 - k2T =0

Schritt 2: Basislosungen

Die physikalisch interessanten Lésungen miissen beschrankt sein und deshalb muss £ <0
sein. Wir schreiben [k = —p? (mit p > 0).

Es gibt nun eine kontinuierliche Menge von zulassigen Parametern!
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Die Losungen der ODEs sind dann
X (x) = Acos(pz) + Bsin(px) und T(t) = De <Pt .
Die Produktfunktionen der Form

2

2.2 2.2
e Pt cos(px) und e Pt

-sin(px)

nennen wir Basislosungen.

Die Basislosungen eines Problems der Form

Ut = C Uyy 1D-Warmeleitungsgleichung

Keine Randbedingung!
(S5 Aber die Losung soll fiir alle (x,t) beschrankt bleiben.

u(z,0) = f(x)

sind

e cos(pr) und e sin(pr) | p20.

Schritt 3: Superpositionsprinzip — Fourier-Integrale

Nach dem Superpositionsprinzip ist das Integral

u(x,t) = [Ooo (A(p) cos(pz) + B(p) sin(pz)) e Pldp

auch eine Losung von der PDE, sofern es konvergiert.

Wir wahlen die Koeffizienten A(p) und B(p) so, dass die Anfangsbedingung erfiillt wird.

Es ergibt sich, dass die geeignete Wahl ist

A(p),bzw.B(p) = A-,bzw.B-Koeffizienten-Funktionen des Fourier-Integrals von f(x) .

Diese Funktionen sind dann durch die Integralformeln vom Abschnitt 5.12 gegeben:

1

A(p) = % [: f(z)cos(px)dx und B(p) = - /:: f(z)sin(pz) dx .
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Beispiel:
Wir betrachten einen unendlichen Stab mit kleinem Querschnitt verglichen mit der Lange.
Diesen Stab modellieren wir durch die reelle Gerade. Sei u(x,t) die Temperatur zur Zeit
t >0 im Punkt xz € R.

Wir nehmen an, dass die Anfangstemperaturverteilung durch die Funktion

1 fallsO<xz<1,
0 sonst.

f@) {

gegeben wird.

Das entsprechende Warmeleitungsproblem ist:

Keine Randbedingung! O

1 Aber die Lésung soll fiir alle (z,t)
beschrankt bleiben.

(2.0) = 1 fallsO<xz<1, @
B2 0 sonst.

Da wir die Basislosungen solchen Probleme schon kennen, diirfen wir sofort die Losung
als Supersposition angeben. In diesem Fall gilt fiir die Losung:

u(z,t) = fooo (A(p) cos(pz) + B(p) sin(pa:)) e Pt

wobei A(p) und B(p) die Koeffizienten-Funktionen des Fourier-Integrals von f(x) sind.
Diese haben wir im Abschnitt 5.12 berechnet:

sinp 1-cosp

A(p) =

und B(p) =
™ T

Somit ist die vollstandige Losung durch das folgende Integral gegeben:

_ 0 sinp l-cosp _: —c2p3t
u(z,t) = [) (ﬂp cos(pz) + —>F sm(p:p)) e “Ptdp .
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5.14 Unendliche 1-dimensionale Wellen mittels FI

Dieser Abschnitt ist nicht Gegenstand der Priifung.

Unendliche Wellen

Wir betrachten eine unendliche Saite, die in der Querrichtung schwingt. Sei u(x,t) die
Auslenkung des Saitenpunktes mit Koordinate = zur Zeit ¢ (x € R und ¢ > 0). Das

Problem ist:
_ 2

Keine Randbedingung! O

Aber die Losung soll fiir alle (z,t) beschrankt bleiben.

u(z,0) = ug(z)
ug(2,0) = vg(x) @

Die Losung dieses Problems erfolgt durch eine Kombination von der Trennung der Va-

riablen mit Fourier-Integralen (oder durch die Methode von d'Alembert im nichsten
Abschnitt).
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Lésung mit Fourier-Integralen
Schritt 1: Separationsansatz

Fir unbekannte Funktionen der Form
u(z,t) = X(z)T(t)

zerfallt die PDE in ein System von ODEs:

X" - kX =0 und [T - kT =0.

Schritt 2: Basislosungen

Um beschrankte Losungen zu erhalten, muss k negativ sein. Wir schreiben | k = —p?(p > 0).

Es gibt nun eine kontinuierliche Menge von zulassigen Parametern!

Die Losungen der beiden ODEs sind dann Linearkombinationen von Sinus und Cosinus
Funktionen und wir erhalten die folgende Produktfunktionen als Basislésungen:

cos(px) - cos(pct), sin(px)-cos(pct), cos(px) -sin(pet), und  sin(px) -sin(pct).

Schritt 3: Superpositionsprinzip — Fourier-Integrale

Nach dem Superpositionsprinzip ist ein Integral von Linearkombinationen der Basislosun-
gen auch eine Losung der PDE, sofern es konvergiert.

Da die (reellen) Basislosungen hier von vier Arten sind, verwendet man iiblicherweise die
komplexe Darstellung:

u(x,t) = /” (C(P) eiPE=et) 4 D(p) eip(m+ct))dp.

Wir bestimmen die Koeffizienten C'(p) und D(p), so dass die Anfangsbedingungen erfiillt
werden. Dazu verwenden wir die Fourier-Integralformeln.
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5.15 1-dimensionale Wellen mittels der
Methode von d’Alembert

Dieser Abschnitt ist nicht Gegenstand der Priifung.

Wir 16sen nochmals ein System fiir endliche und unendliche Wellen, nun mit Hilfe der
Methode von d'Alembert.

A

/-
—__/" "

u(x,t) = Auslenkung des Saitenpunktes mit Koordinate x und zur Zeit ¢

— 2

eventuell noch Randbedingungen

u(z,0) =up(z)
ug(2,0) = vo(x)

® ® (&

Methode von d’Alembert

Wir fiihren neue Koordinaten ein:

ceovat] wd e

d.h., xz%(§+77), t:2—lc (&-n).
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Die neue unbekannte Funktion ist dann

w(Em) =u(% (€+n), & (€-n))

und erfiillt die PDE

Ugy =0,
1

Wellengleichung bzgl.

neuer Koordinaten

deren Losungen der folgenden Form sind:

u(&,m) =F(&)+G(n)

wobei G und F' beliebige (differentiale) Funktionen sind.

Fazit:

Die allgemeine Losung der @ (mit z € R) ist

u(z,t) = F(x+ct) + G(x - ct).

wobei G und F beliebige (differenzierbare) Funktionen sind.

Nun miissen wir F' und G so finden, dass die Anfangsbedingung erfiillt werden.
@ F(z)+G(x) =up(x)
cF'(x) = cG'(x) = vo(x) .
Wir bekommen

(o)== [ v )
(uo(x) - % foxvo(y) dy) :

1
F(.’L‘)Zi
1
2

G(z) =
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Sonderfall vo(z) =0

Hier ist die Losung einfach

1
u(x,t) = 5 (uo(:c +ct) +ug(z — ct)) :
ug(x) zeigt die Anfangsform
der Welle
\//\/\_/\ > T
1 1
5 ug(x + ct) 5 up(x —ct)
| ] | >
a-ct a a+ct

Die Lésung u(x,t) ist die Superposition zweier Wellen, die beide mir der selben Ge-
schwindigkeit ¢ einmal nach links und einmal nach rechts laufen.

Ausblick

Die Methode d'Alembert ist der Ausgangspunkt zu einer anderen Methode zur Losung
bestimmter PDEs: die Methode der Charakteristiken.

Die grundlegende ldee besteht darin, die PDE durch eine geeignete Koordinatentrans-
formation auf ein System von ODEs auf bestimmten Kurven oder Flachen, sogenannten
Charakteristiken, zurlickzufiihren.

Fiir die 1-dimensionale Wellengleichung sind die Charakteristiken die Geraden:
x+ct=Konst. und x-ct=Konst.
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