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1. Introduzione

I numeri di Bernoulli

B0 = 1, B1 = −1
2 , B2 = 1

6 , B3 = 0, B4 = − 1
30 , B5 = 0, B6 = 1

42 , . . .

formano una successione di numeri razionali che si incontra in matematica nei più
svariati contesti, dalla topologia alla teoria dei numeri e all’analisi numerica.

Per esempio in trigonometria i numeri di Bernoulli (di indice pari) appaiono nei
coefficienti dello sviluppo in serie di potenze delle funzioni tangente e cotangente.
Per la cotangente abbiamo

cot
(x

2

)
= 2
x

(
B0 −

B2

2! x
2 + B4

4! x
4 − B6

6! x
6 + · · ·

)
, 0 < |x| < 2π. (1)

Vedremo come questi numeri ci aiuteranno a rispondere a tre domande, apparen-
temente non legate tra loro.

A. Somme di potenze. Le seguenti somme di potenze dei primi n numeri interi
positivi sono date da polinomi valutati in n:

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1 = n,

1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)
2 ,

1 + 4 + 9 + · · ·+ n2 = n(2n+ 1)(n+ 1)
6 .

Quest’ultima formula è attribuita ad Archimede. È vero che, per qualsiasi espo-
nente, la somma delle potenze dei primi n interi positivi dipende da n in modo
polinomiale? Se sì, come si trovano questi polinomi?

B. Il problema di Basilea. Questo problema, reso popolare da Jakob Bernoulli
nel 1689, dopo che Leibniz aveva (ri)scoperto la formula 1−1/3+1/5−1/7+1/9−
· · · = π/4 (1682), chiede di calcolare la somma della serie

∞∑
k=1

1
k2 .

Leonhard Euler diede la risposta π2/6 nel 1735 e studiò le serie

ζ(n) =
∞∑
k=1

1
kn
,

oggi chiamati valori zeta (zeta values), per n = 2, 3, 4, . . . .
1
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Figura 1. In De summis serierum reciprocarum [4] Eulero dà la
soluzione del problema di Basilea (eulerarchive.maa.org)

C. Integrazione numerica. Un classico metodo di approssimazione numerica
degli integrali definiti è la regola dei trapezi: si approssima l’integrale con l’area
di un poligono composto di trapezi rettangoli di larghezza δ come nella Fig. 1.
L’errore è di ordine δ2. E‘ possibile migliorare la convergenza e correggere la regola
dei trapezi per ottenere un errore dell’ordine δp con p > 2 quando δ → 0?

Studieremo queste questioni dal punto di vista delle serie di Fourier. Considere-
remo le serie di Fourier dei polinomi di Bernoulli, i cui coefficienti sono proporzionali
a potenze inverse di esponente fissato. Saremo portati a toccare (da lontano) anche
altri temi, come la musica sintetica, l’ampiezza dei segnali filtrati e i diagrammi di
Feynman nella cromodinamica quantistica.

Nel capitolo 2 daremo la risposta di Jakob Bernoulli alla domanda A e introdur-
remo i polinomi di Bernoulli. Questo capitolo utilizza solo matematica elementare.
Il capitolo 3 presuppone la teoria delle serie di Fourier, di cui ricordiamo il teo-
rema fondamentale di Dirichlet. Calcoleremo le serie di Fourier dei polinomi di
Bernoulli sull’intervallo [0,1] il che ci porterà alla soluzione del problema di Basilea,
la domanda B, e alle sue generalizzazioni. Nel capitolo 4 discuteremo la formula
di Eulero–Maclaurin, utile per calcolare serie a partire da integrali e approssimare
integrali definiti con somme di Riemann, rispondendo alla domanda C. Un caso
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Figura 2. La regola dei trapezi

particolare ci permetterà di dimostrare la formula di Bernoulli che dà la risposta
alla domanda A. In questo capitolo si presuppone solo la conoscenza dell’integrale
di Riemann e dell’integrazione per parti, con l’eccezione della stima dell’errore che
utilizza il capitolo precedente. Nel capitolo 5 tratteremo il fenomeno di Gibbs, in
cui si studiano le oscillazioni delle somme parziali delle serie di Fourier nei punti di
discontinuità.

Prima di cominciare una nota storica: il calcolo dei numeri di Bernoulli è l’og-
getto del primo programma scritto nella storia dell’informatica. La matematica
inglese Ada Lovelace lo scrisse nella nota G alla sua traduzione del 1842 del libro di
Luigi Menabrea sulla “macchina analitica” di Babbage (Fig. 3), e scelse il compito
di calcolare i numeri di Bernoulli con la macchina analitica «essendo questo (nella
forma in cui lo dedurremo) un esempio piuttosto complicato delle sue capacità» [5].
La macchina analitica non fu mai realizzata, ma la lista di istruzioni per operazio-
ni su numeri assegnati a unità di memoria è un prototipo di programmazione per
computer.

2. Numeri e polinomi di Bernoulli

2.1. Somme di potenze e numeri di Bernoulli. Jakob Bernoulli introdusse la
successione dei numeri che portano il suo nome nel libro Ars conjectandi pubblicato
postumo nel 1713 mentre cercava una formula generale per la somma

1a + 2a + 3a + · · ·+ na

dei primi n interi positivi elevati a una potenza data, che generalizzasse le formule
conosciute per i primi esponenti come

1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+ 1)
2 , 1 + 4 + 9 + · · ·+ n2 = n(2n+ 1)(n+ 1)

6 .

Bernoulli mostrò che per ogni esponente a naturale fissato, la somma 1a+2a+· · ·+na
può essere scritta come un polinomio di argomento n di grado a + 1. Notò che i
coefficienti di questo polinomio sono dati da coefficienti binomiali moltiplicati per
dei numeri che non dipendono dall’esponente, oggi chiamati numeri di Bernoulli:
n∑
k=1

ka = 1
a+1

(
B0n

a+1 −
(
a+1

1
)
B1n

a +
(
a+1

2
)
B2n

a−1 − · · ·+ (−1)a
(
a+1
a

)
Ban

)
. (2)



4 GIOVANNI FELDER

Figura 3. Programma di Ada Lovelace nella nota G apposta alla
sua traduzione in inglese di Notions sur la machine analytique de
Charles Babbage di Luigi Menabrea, 1842 (Wikipedia)

Per esempio la somma dei primi n quadrati citata sopra è data da 1
3 (B0n

3−3B1n
2+

3B2n). Bernoulli scrisse di aver calcolato la somma delle decime potenze dei primi
n = 1000 interi positivi «in meno di un quarto d’ora». Ecco alcuni esempi:

1 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = n2(n+ 1)2

4 ,

1 + 24 + 34 + · · ·+ n4 = n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)
30 , (3)

1 + 25 + 35 + · · ·+ n5 = n2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1)
12 ,

1 + 26 + 36 + · · ·+ n6 = n(n+ 1)(2n+ 1)(3n4 + 6n3 − 3n+ 1)
42 .

La formula di Bernoulli (2) è utile numericamente per n grande per un esponente
a dato, perché esprime una somma di n termini come una somma di a termini. Si
noti però che ponendo n = 1 otteniamo

1 = 1
a+1

(
B0 −

(
a+1

1
)
B1 +

(
a+1

2
)
B2 − · · ·+ (−1)a

(
a+1
a

)
Ba
)
, (4)

il che ci permette di calcolare ricorsivamente i numeri di Bernoulli Ba a partire
da B0 = 1 (questo è essenzialmente l’algoritmo usato da Lovelace). Si potrebbe
prendere questa ricorrenza per definire i numeri di Bernoulli e dimostrare la formula
(2) partendo da questa definizione. Seguiremo un’altra strada, interpretando i
numeri di Bernoulli a partire dalla nozione più generale di polinomi di Bernoulli.



PROBLEMA DI BASILEA, NUMERI DI BERNOULLI E SERIE DI FOURIER 5

Dimostreremo la formula (2) nell’esercizio 4.2 come caso particolare della formula
di Eulero–Maclaurin.

2.2. Polinomi di Bernoulli. I polinomi di Bernoulli Bn(x), n = 0, 1, . . . sono
polinomi unicamente definiti dalle proprietà seguenti:

(i) B0(x) = 1,
(ii) B′n(x) = nBn−1(x),
(iii)

∫ 1
0 Bn(x)dx = 0 per tutti gli n ≥ 1.

È chiaro che queste proprietà determinano unicamente i polinomi: supponiamo per
induzione di conoscere Bn−1(x). Allora (ii) ci permette di trovare Bn(x) come
primitiva a meno di una costante. La condizione (iii) determina la costante. Per
esempio, avremo

B0(x) = 1, B1(x) = x− 1
2 , B2(x) = x2 − x+ 1

6 .

La proprietà seguente ci sarà utile.

Lemma 2.1. Per tutti gli n 6= 1 vale Bn(1) = Bn(0).

Dimostrazione. Per n = 0, B0 è costante e l’asserzione è ovvia. Sia quindi n ≥ 2.
Per il teorema fondamentale del calcolo infinitesimale abbiamo

Bn(1)−Bn(0) =
∫ 1

0
B′n(x)dx (ii)= n

∫ 1

0
Bn−1(x)dx (iii)= 0, (n ≥ 2).

�

Si noti che questa proprietà non vale per n = 1: B1(1) = −B1(0) = 1
2 .

Utilizzeremo la definizione seguente dei numeri di Bernoulli e vedremo che coin-
cide con quella menzionata sopra.

Definizione 2.2. I numeri di Bernoulli sono i valori Bn = Bn(0) in zero (termini
noti) dei polinomi di Bernoulli.

Ecco i primi venti numeri di Bernoulli, partendo da B0 = 1:

1,−1
2 ,

1
6 , 0,−

1
30 , 0,

1
42 , 0,−

1
30 , 0,

5
66 , 0,−

691
2730 , 0,

7
6 , 0,−

3617
510 , 0,

43867
798 , 0.

Negli esercizi vedremo che Bn = 0 per n dispari ≥ 3 (Esercizio 2.3) e che i numeri
Bn di indice n pari ≥ 2 hanno segno alternante e crescono asintoticamente come
±n!/(2π)n (Esercizio 3.3).

Esercizi.
2.1 Dimostrare per induzione che Bn(x) è un polinomio monico di grado n.

(Un polinomio p(x) di grado n si chiama monico se il coefficiente di xn è
uguale a 1.)

2.2 Dimostrare che Bn(1 − x) = (−1)nBn(x). Suggerimento: mostrare che i
polinomi (−1)nBn(1− x) sono soluzioni delle stesse relazioni di ricorrenza
che determinano i Bn(x).

2.3 Dimostrare che Bn(0) = 0 per n ≥ 3 dispari. Suggerimento: utilizzare
l’esercizio precedente con il Lemma 2.1.
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2.4 Dimostrare che Bn(x) =
∑n
j=0

(
n
j

)
Bjx

n−j . Suggerimento: il coefficiente di
xj in un polinomio p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n si ricava dalla derivata di
ordine j di p in zero con la formula di Taylor

aj = 1
j!
djp(x)
dxj

∣∣∣∣
x=0

.

2.5 Possibile progetto di approfondimento: vediamo che le somme di poten-
ze elencate in (3) sono date da polinomi della variabile n divisibili per
n2(n+ 1)2 o per n(n+ 1)(2n+ 1). È un fatto generale? Se sì come si può
dimostrarlo? Gli esercizi 2.2 e 4.3 possono essere utili.

3. Serie di Fourier e problema di Basilea

3.1. Il teorema di Dirichlet. Ricordiamo il teorema di Fourier nella versione di
Dirichlet (1829). Se per una funzione f : R→ C e per L > 0 vale che f(x+L) = f(x)
per tutti gli x ∈ R diremo che f è periodica di periodo L. Una tale funzione è
unicamente definita dalla sua restrizione a un intervallo semiaperto di lunghezza L,
per esempio [0, L) (v. esercizi).

Teorema 3.1. Sia L > 0 e f : R → R una funzione limitata, monotona a tratti,
periodica di periodo L. Siano ck = 1

L

∫ L
0 f(x)e−2πikx/Ldx i suoi coefficienti di

Fourier. Allora la serie di Fourier di f in x ∈ R
∞∑

k=−∞
cke

2πikx/L

converge alla media (f(x+) + f(x−))/2 dei limiti destro e sinistro

f(x±) = lim
y→x±

f(y).

In particolare converge a f(x) nei punti dove f è continua. Inoltre la convergenza
è uniforme in ogni intervallo chiuso che non contiene punti di discontinuità di f .

“Monotona a tratti” (o come scrive Riemann “senza un’infinità di massimi e
minimi”) significa che [0, L] può essere scomposto in un numero finito di intervalli,
in ognuno dei quali f è monotona crescente o decrescente. Le funzioni monotone a
tratti e limitate possono avere discontinuità di prima specie (a salto), per le quali
i limiti destro e sinistro esistono. Nel 1881 Jordan, dopo che Riemann precisò il
concetto di integrale (1854) proprio per trattare rigorosamente le serie di Fourier,
mostrò che il teorema di Dirichlet vale per la classe più generale di “funzioni a
variazione limitata”.

3.2. Serie di Fourier dei polinomi di Bernoulli e problema di Basilea.
Applichiamo la teoria di Fourier ai polinomi di Bernoulli, visti come funzioni sul-
l’intervallo [0, 1) e estesi a funzioni periodiche R → R di periodo 1. Si noti che
queste funzioni periodiche sono continue per n 6= 1 visto che, per il Lemma 2.1,
Bn(1) = Bn(0) mentre B1(x) si estende a una funzione con discontinuità a salto
(Fig. 4).

Il teorema di Dirichlet ci assicura che

Bn(x) =
∑
k∈Z

cn,ke
2πikx, 0 < x < 1, n ≥ 0, (5)
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(a)
-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4 y = b1(x)

(b)
-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.05

0.05

0.10

0.15

y = b2(x)

(c)
-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.04

-0.02

0.02

0.04

y = b3(x)

Figura 4. Le estensioni periodiche b1(x), b2(x), b3(x) dei polinomi
di Bernoulli B1(x), B2(x), B3(x)

dove cn,k è il k esimo coefficiente di Fourier di Bn(x):

cn,k =
∫ 1

0
Bn(x)e−2πikxdx.

La convergenza della serie a Bn(x) vale anche per x = 0, 1 e n 6= 0 mentre se n = 1,
la serie per x = 0, 1 converge a zero, che è la media tra i limiti destro e sinistro
dell’estensione periodica di B1(x) (v. Fig.4 (a)).

Calcoliamo i coefficienti di Fourier cn,k dei polinomi di Bernoulli Bn(x), vi-
sti come funzioni sull’intervallo [0, 1]. La definizione ci permette di determinarli
ricorsivamente. Per le proprietà (i) e (iii) nella definizione di Bn,

cn,0 =
∫ 1

0
Bn(x)dx =

{
1 se n = 0,
0 se n 6= 0.

mentre per k 6= 0 integriamo per parti:

cn,k = Bn(x) e
−2πikx

(−2πik)

∣∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
B′n(x) e

−2πikx

(−2πik)dx, (k 6= 0).
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Il primo termine è zero per n ≥ 2 visto che Bn(1) = Bn(0) (Lemma 2.1) e con (ii)
otteniamo

cn,k = −
∫ 1

0
nBn−1(x) e

−2πikx

(−2πik)dx = n cn−1,k

2πik , (k 6= 0, n ≥ 2).

Mentre per n = 1 si annulla il secondo termine e otteniamo

c1,k = B1(1)−B1(0)
(−2πik) = − 1

2πik , (k 6= 0).

Abbiamo ottenuto per ogni k 6= 0 una formula di ricorrenza in n per cn,k che
possiamo esprimere quindi in termini di c1,k = −1/(2πik):

cn,k = − n!
(2πik)n , (n ≥ 1, k 6= 0).

Il risultato è la formula

Bn(x) = − n!
(2πi)n

∞∑
k=−∞,k 6=0

e2πikx

kn
, (n ≥ 1),

che vale per 0 < x < 1 se n = 1 e per 0 ≤ x ≤ 1 per n ≥ 2. Prima di procedere
osserviamo che abbiamo risolto il problema di Basilea: ponendo n = 2 e x = 0 si
ha

B2 = − 2!
(2πi)2

∞∑
k=−∞,k 6=0

1
k2 = 1

π2

∞∑
k=1

1
k2 ,

e visto che B2 = 1/6 otteniamo la formula di Eulero
∑∞
k=1 1/k2 = π2/6.

Le serie di Fourier di Bn(x) possono essere semplificate unendo i termini di indice
k e −k:

Teorema 3.2. Per tutti gli interi n ≥ 0, n 6= 1 e per 0 ≤ x ≤ 1 vale

Bn(x) =


2(−1)n/2−1n!

(2π)n
∞∑
k=1

cos(2πkx)
kn

, n pari,

2(−1)(n+1)/2n!
(2π)n

∞∑
k=1

sin(2πkx)
kn

, n dispari.

Per n = 1 e 0 < x < 1 abbiamo

B1(x) = x− 1
2 = − 1

π

∞∑
k=1

sin(2πkx)
k

,

mentre la serie converge a 0 per x = 0, 1.

3.3. Valori della funzione zeta. Ponendo x = 0 otteniamo una generalizzazione
della soluzione del problema di Basilea, che Eulero dedusse nel 1735, per quelli che
oggi chiamiamo i valori della funzione zeta di Riemann per i numeri pari positivi:

ζ(2n) =
∞∑
k=1

1
k2n = (−1)n−1(2π)2n

2(2n)! B2n, (n = 1, 2, 3, . . . ).

Per esempio, per n = 2,
∑∞
k=1 1/k4 = π4/90 o, come scrive Eulero (v. Fig. 1),

la somma di questa serie «moltiplicata per 90 dà il biquadrato del perimetro del
cerchio di diametro 1». Eulero cercò di calcolare anche ζ(n) per n dispari, senza
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riuscirci.1 Si convinse che comunque questi numeri non si possono ridurre alla
«quadratura del cerchio», ovvero che, al contrario dei valori di zeta di argomento
pari, non sono polinomi a coefficienti razionali valutati in π. Ancora oggi si sa
pochissimo su questi numeri, che sono al centro della ricerca attuale in matematica
e su cui varie questioni e congetture sono ancora aperte: per esempio si congettura
che per tutti i numeri dispari n ≥ 3, ζ(n) è trascendente (ovvero che non è soluzione
di un’equazione polinomiale a coefficienti razionali). Tutto quello che si sa su questa
questione è il notevole risultato di R. Apéry del 1979 che ζ(3) è irrazionale, cioè che
non è soluzione di un’equazione polinomiale di grado 1, e l’estensione di W. Zudilin
del 2001: almeno uno dei numeri ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) è irrazionale. Recentemente
questi numeri e le loro generalizzazioni (valori zeta multipli) sono tornati al centro
dell’attenzione per le loro applicazioni alla fisica della particelle, dove appaiono nel
calcolo dei diagrammi di Feynman per ottenere le ampiezze di diffusione, cfr. [2].

3.4. Funzioni di Bernoulli. Se consideriamo le serie di Fourier del Teorema 3.2
per tutti i valori di x ∈ R otteniamo funzioni periodiche che coincidono con i
polinomi di Bernoulli nell’intervallo (0, 1). Chiameremo queste funzioni funzioni di
Bernoulli. Le prime sono rappresentate nella Fig. 4.

Definizione 3.3. La funzione di Bernoulli bn(x) (n = 1, 2, 3, . . . ) è la funzione
data dalla serie di Fourier

bn(x) = − n!
(2πi)n

∞∑
k=−∞,k 6=0

e2πikx

kn
.

Poniamo inoltre b0(x) = 1.

Per n ≥ 2 abbiamo quindi (Esercizio 3.1):
bn(x) = Bn(x− bxc),

dove bxc è la parte intera di x ∈ R. Queste funzioni soddisfano le stesse proprietà
(i)-(iii) dei polinomi di Bernoulli in ognuno degli intervalli aperti (i, i + 1), i ∈ Z
dove le funzioni sono derivabili infinite volte:

b0(x) = 1, b′n(x) = nbn−1(x),
∫ i+1

i

bn(x)dx = 0, n ≥ 1.

Esercizi.
3.1 Sia L > 0. Dimostrare che data una funzione F : [0, L) → R definita

sull’intervallo semiaperto [0, L), esiste un’unica funzione f : R → R la cui
restrizione a [0, L) coincide con F e tale che f(x+ L) = f(x) ∀x ∈ R.

3.2 La parte intera di x ∈ R è il numero intero bxc tale che bxc ≤ x < bxc+ 1.
Dimostrare che la funzione f dell’esercizio precedente è data dalla formula
f(x) = F (x− Lbx/Lc).

3.3 Dimostrare che B2k > 0 per k ≥ 1 dispari e B2k < 0 per k ≥ 2 pari. Per
tutti gli n ≥ 2 pari,

c1
n!

(2π)n ≤ |Bn| ≤ c2
n!

(2π)n , (n ≥ 2 pari)

con c1 = 2, c2 = π2/3.

1Ma calcolò altre serie con esponenti dispari come 1 − 1/3n + 1/5n − 1/7n + · · · per n dispari,
generalizzando il risultato di Leibniz citato nella domanda B, v. Esercizio 3.4.
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3.4 Dimostrare:
∞∑
j=0

1
(2j + 1)n = (−1) n

2
(2π)n

4n! (Bn(1/2)−Bn(0)) , (n ≥ 2 pari),

∞∑
j=0

(−1)n

(2j + 1)n = (−1)
n+1

2
(2π)n

2n! Bn(1/4), (n ≥ 1 dispari).

Dedurre la rappresentazione di pi greco

π = 192
61

1− 1
37 + 1

57 −
1
77 + 1

97 + 1
117 + · · ·

1 + 1
36 + 1

56 + 1
76 + 1

96 + 1
116 + · · ·

 ,

proposta da Eulero alla fine di [4] (B6(x) = x6−3x5 +5x4/2−x2/2+1/42,
B7(x) = x7 − 7x6/2 + 7x5/2− 7x3/2 + x/6).

4. La formula di Eulero–Maclaurin

4.1. Somme e integrali. Nella sua ricerca della soluzione del problema di Ba-
silea, Eulero cominciò a sviluppare metodi per calcolare numericamente la serie
ζ(2) =

∑∞
k=1 1/j2, che converge molto lentamente (se si sommano solo i primi n

termini l’errore è dell’ordine 1/n). Un’idea è quella di approssimare la somma con
un integrale

∫∞
1 1/x2dx = 1, ma si può essere piú precisi. Il risultato, trovato in-

dipendentemente da Maclaurin, è una formula che lega somme e integrali, utile sia
per calcolare somme quando si conoscono gli integrali che per calcolare integrali in
termini di somme. In particolare un’applicazione dà le correzioni alla regola dei
trapezi nell’integrazione numerica e una stima dell’errore.

La formula di Eulero–Maclaurin all’ordine p ≥ 0 per una funzione derivabile un
numero sufficiente di volte sull’intervallo [a, b] con a ≤ b interi è

b−1∑
i=a

f(i) =
∫ b

a

f(x)dx+
p∑
k=1

Bk
k! (f (k−1)(b)− f (k−1)(a)) +Rp,

dove f (n) denota la derivata n esima di f . Il termine di resto è

Rp = (−1)p−1 1
p!

∫ b

a

bp(x)f (p)(x)dx.

La serie di Fourier ci permette di stimare bp(x). Siccome |e2πinx| = 1, abbiamo

|bp(x)| ≤ p!
(2π)p 2

∞∑
k=1

1
kp

= p!
(2π)p 2ζ(p),

e quindi

|Rp| ≤
2ζ(p)
(2π)p

∫ b

a

|f (p)(x)|dx.

I valori ζ(p) sono limitati: ζ(2) = π2/6 ≥ ζ(3) ≥ ζ(4) ≥ · · · ≥ 1. Il termine di
resto diventa piccolo se le derivate di f diventano piccole. Questo è il caso per
f(x) = 1/xm, m ≥ 2.
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Eulero presentò questi risultati il 13 ottobre 1735 all’Accademia di San Pietro-
burgo e come applicazione calcolò la somma dei reciproci dei quadrati con 20 cifre
dopo la virgola [3]:

∞∑
j=1

1
j2 ≈ 1,64493406684822643647.

Poche settimane dopo, il 3 dicembre dello stesso anno, Eulero diede la soluzione
π2/6 del problema di Basilea [4]. Prima di darne la dimostrazione, scrive, riferendosi
alla serie

∑∞
j=1 1/j2 (v. Fig. 1):

Di questa serie mostrai recentemente che la somma è circa
1,6449340668482264364, dal cui sestuplo, se se ne estrae la radi-
ce quadrata, viene in effetti il numero 3,141592653589793238, che
esprime il perimetro di un cerchio di diametro 1.

4.2. Dimostrazione della formula di Eulero–Maclaurin. L’idea è di scom-
porre l’integrale in una somma di integrali, uno per ogni intervallo [i, i + 1], e in-
tegrare per parti, utilizzando le proprietà delle funzioni di Bernoulli. Il contributo
dell’intervallo [i, i+ 1] è∫ i+1

i

f(x)dx =
∫ i+1

i

f(x)b0dx

= f(x)b1(x)|i+1
i −

∫ i+1

i

f ′(x)b1(x)dx

= f(i+ 1) + f(i)
2 −

∫ i+1

i

f ′(x)b1(x)dx.

La somma su i da a a b− 1 dà∫ b

a

f(x)dx = f(a)
2 +

b−1∑
i=a+1

f(i) + f(b)
2 −

∫ b

a

f ′(x)b1(x)dx

che è equivalente alla formula di Eulero–Maclaurin per p = 1 (si utilizzi B1 = −1/2).
Per ottenere approssimazioni ulteriori integriamo ancora per parti l’ultimo ter-

mine:

−
∫ i+1

i

f ′(x)b1(x)dx = − f ′(x)b2(x)
2

∣∣∣∣i+1

i

+
∫ i+1

i

f ′′(x)b2(x)
2 dx

= −B2

2 (f ′(i+ 1)− f ′(i)) +
∫ i+1

i

f ′′(x)b2(x)
2 dx,

perché b2(i) = b2(i+1) = B2. Sommando su i otteniamo la formula per p = 2 nella
forma∫ b

a

f(x)dx = f(a)
2 +

b−1∑
i=a+1

f(i) + f(b)
2 − B2

2 (f ′(b)− f ′(a)) +
∫ b

a

f ′′(x)b2(x)
2 dx.

Lasciamo a chi legge il compito di estendere questa dimostrazione al caso generale
(Esercizio 4.1).

Per uno studio più approfondito ma accessibile si veda l’articolo di T. Apostol [1]
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Esercizi.
4.1 Completare la dimostrazione per induzione della formula di Eulero–Mac-

laurin integrando per parti il termine di resto e utilizzando il fatto che
bn(i) = bn(i+ 1) per n ≥ 2.

4.2 Dimostrare la formula di Bernoulli (2). Suggerimento: si applichi la formula
di Eulero–Maclaurin di ordine a ≥ 1 alla funzione f(x) = xa per ottenere
la versione equivalente

n−1∑
k=0

ka = 1
a+ 1

a∑
k=0

(
a+ 1
k

)
Bkn

a−k+1, a = 1, 2, 3, . . . .

4.3 Dimostrare: per a ≥ 1 vale
n−1∑
k=0

ka = 1
a+ 1(Ba+1(n)−Ba+1(0)).

Suggerimento: riscrivere la formula di Bernoulli servendosi dell’esercizio
2.4.

4.4 Riprodurre il calcolo di Eulero della serie
∑∞

1 1/j2 con 20 cifre dopo la
virgola: mostrare che la formula di Eulero–Maclaurin per f(x) = 1/x2 e
b→∞ diventa

∞∑
j=a

1
j2 = 1

a
+

p∑
k=1

(−1)kBka−k−1 +Rp.

Eulero scelse a = 10 e p = 24, ed aggiunse quindi
∞∑
j=10

1
j2 = 1

10 + 1
200 + 1

6000 −
1

3000000 + · · ·+B2410−25 +R24

alla somma 1+1/4+1/9+· · ·+1/81 dei primi nove termini che calcolò a par-
te. Dimostrare che per il resto R24 vale |R24| ≤ 2ζ(24)23!(2π)−2410−24 ≈
3.6 · 10−21. Quindi si ha la precisione richiesta trascurando il termine di
resto.

4.5 Siano a < b numeri reali ed n, q interi positivi. Sia g : [a, b] → R una
funzione con derivate continue fino all’ordine 2q+ 1 e poniamo aj = a+ jh,
j = 0, . . . , n, dove δ = (b− a)/n. Mostrare che∫ b

a

g(x)dx = g(a0)δ
2 +

n−1∑
i=1

g(ai)δ + g(an)δ
2 (6)

−
q∑

k=1
δ2k B2k

(2k)! (g
(2k−1)(b)− g(2k−1)(a)) + S2q+1,

dove

|S2q+1| ≤ δ2q+1 2ζ(2q + 1)
(2π)2q+1

∫ b

a

|g(2q+1)(x)|dx.

(Applicare la formula di Eulero–Maclaurin all’ordine p = 2q+1 alla funzione
x 7→ f(x) = g(a+ xδ) e utilizzare il fatto che Bk = 0 per k dispari.)

La prima riga in (6) è l’approssimazione data della regola dei trapezi:
l’intervallo [a, b] è diviso in n intervalli [ai, ai+1], i = 0, . . . , n− 1 di uguale
lunghezza ai+1 − ai = δ che formano un’altezza di trapezi rettangoli le cui
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basi sono i segmenti che collegano (ai, 0) a (ai, g(ai)) (v. Fig. 1). La regola
dei trapezi dice di prendere la somma delle aree (g(ai)+g(ai+1))δ/2 di questi
trapezi come approssimazione dell’integrale, con un errore dell’ordine δ2

(per funzioni differenziabili). La formula di Eulero–Maclaurin dà correzioni
alla regola dei trapezi proporzionali a δ2j , j = 1, 2, . . . q e ha un errore
dell’ordine δ2q+1, essendo inferiore a 2ζ(2) · (δ/(2π))2q+1 ∫ b

a
|g(2q+1)(x)|dx.

5. L’onda a dente di sega e il fenomeno di Gibbs

L’onda a dente di sega di periodo 1 è definita dalla serie di Fourier

b1(x) = − 1
π

∞∑
k=1

sin(2πkx)
k

.

della prima funzione di Bernoulli. È la funzione dispari di periodo 1 tale che b1(x) =
x − 1

2 per 0 < x < 1, v. Fig. 4 (a). Un’applicazione di questa funzione è nella
musica sintetica: nella tecnica di sintesi sottrattiva si sottopone un segnale, la cui
ampiezza in funzione del tempo è dato da una serie di Fourier, a dei filtri che
attenuano selettivamente determinate frequenze. Per produrre elettronicamente un
suono che imiti il suono di uno strumento e di cui si conoscono le proporzioni delle
varie frequenze si filtra il segnale dato dall’onda a dente di sega lasciando passare
solo le frequenze volute nelle proporzioni desiderate. L’onda a dente di sega, i cui
coefficienti di Fourier ck decrescono lentamente per k → ∞, si presta bene per
questo tipo di operazione.

Il fenomeno di Gibbs, così chiamato perché il fisico statunitense J. Willard Gibbs
lo descrisse nella rivista Nature nel 1899 (ma che fu scoperto nel 1848 dal mate-
matico inglese Henry Wilbraham), concerne la convergenza della serie di Fourier di
una funzione con discontinuità a salto. Gibbs notò che le somme parziali di queste
serie di Fourier hanno vicino al salto un’oscillazione di ampiezza sistematicamente
più grande del salto. Nel caso dell’onda a dente di sega, l’N esima somma parziale
è

sN (x) = − 1
π

N∑
k=1

sin(2πkx)
k

.

Dalla rappresentazione grafica di questa funzione (Fig. 5, 6) vediamo che il massimo
si trova a quasi il 20% al disopra dell’estremo superiore 1/2 della funzione b1(x)
alla quale la successione sN (x) converge (punto per punto) e che questo rimane
vero anche per N grande. Nelle applicazioni, prendere la somma parziale simu-
la l’attenuazione dei coefficienti di Fourier di un segnale trasmesso attraverso un
canale che ammette frequenze in una certa banda limitata. La conseguenza è che,
contrariamente a quanto ci si potrebbe aspettare, il segnale attenuato può superare
in ampiezza il segnale originario ed eccedere la capacità del canale.

Per capire questo fenomeno in modo quantitativo analizziamo il comportamento
di sN (x) per x positivo vicino a 0 (Fig. 5) e cerchiamo di calcolare il valore della
differenza sN (x) − b1(x) = sN (x) − (x − 1/2) nel primo punto di estremo locale.
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Figura 5. La somma parziale sN per N = 10
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Figura 6. La somma parziale sN per N = 200

Per questo calcoliamo la derivata

d

dx

(
sN (x)− x+ 1

2
)

= −1− 2
N∑
k=1

cos(2πkx)

= − sin(π(2N + 1)x)
sin(πx) .

Quest’ultima identità si può trovare scrivendo 2 cos(2πkx) = zk + z−k con z =
exp 2πix, oppure dimostrare per induzione in N . Notiamo che la derivata si annulla
per x = 1/(2N + 1), 2/(2N + 1), 3/(2N + 1), · · · . Il primo estremo è assunto nel
punto x = 1/(2N + 1). Per calcolare il valore estremo (in questo caso un minimo)
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Figura 7. La somma parziale s200 per x > 0 vicino a 0
(particolare della Fig. 6)

scriviamo sN (a)−b1(a) = sn(0)−b1(0+)+
∫ a

0
d
dx (sn(x)−b1(x))dx per a = 1/(2N+1):

sN

(
1

2N + 1

)
− b1

(
1

2N + 1

)
= 1

2 −
∫ 1

2N+1

0

sin(π(2N + 1)x)
sin(πx) dx

= 1
2 −

∫ 1

0

sin(πt)
(2N + 1) sin(πt/(2N + 1))dt

= 1
2 −

∫ 1

0

sin(πt)
πt

πt/(2N + 1)
sin(πt/(2N + 1))dt

= 1
2 −

∫ 1

0

sin(πt)
πt

dt+O(1/N)

= −0.08948987223608363512 +O(1/N)

Il primo minimo è quindi circa 0.09 al disotto dell’estremo inferiore −1/2 di b1(x)
e l’oscillazione di sN (x) (differenza tra massimo e minimo) in un intorno di 0 per
N arbitrariamente grande supera del 18% circa l’oscillazione 1 di b1(x).

Il fenomeno per cui l’oscillazione della somma parziale sN per N grande eccede
del 18% il salto della funzione data nell’intorno di un punto di discontinuità si gene-
ralizza a funzioni che soddisfano le condizioni di Dirichlet: per vederlo si scrive una
tale funzione come somma di una funzione continua e una opportuna combinazione
lineare di traslazioni ai punti di discontinuità di onde a dente di sega. La serie di
Fourier della funzione continua converge uniformemente e il fenomeno di Gibbs è
dettato dalle funzioni a onda di sega della combinazione lineare.
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