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Neubegrindung der Mathematik.
Erste Mitteilung?,
[Abhandl. aus dem Math. SBeminar d. Hamb. Univ. Bd. I, 8. 187—177 (1822).]

Die Grundlagen der Mathematik sind seit langem von den verschieden-
sten Autoren auf die mannigfaltigste Art untersucht worden: dabei wurden
glinzende Gedankenreihen entwickelt und bedeutsame bleibende Ergebnisse
erzielt. Wenn ich jetzt eine neue tiefergehende Behandlung des Problems
fiir erforderlich halte und in Angriff nehme, so geschieht dies weniger, um
einzelne mathematische Theorien zu befestigen, als deshalb, weil meiner
Meinong nach alle bisherigen Untersuchungen iiber die Grundlagen der
Mathematik noch keinen Weg erkennen lassen, der es ermdglicht, jede die
Grundlagen betreffende Frage so zu formulieren, da eine eindeutige Ant-
wort: darauf erfolgen muB. Das ist es aber, was ich verlange: es soll in mathe-
matischen Angelegenheiten prinzipiell keine Zweifel, es soll keine Halbwahr-
heiten und auch nicht Wahrheiten von prinzipiell verschiedener Art geben
kénnen. So mul es — um gleich einen fernen schwierigen Programmpunkt
als Beispiel zu nehmen — méglich sein, Zenmeros Auswahlpostulat derart
zu formulieren, daB es im selben Sinne und ebenso zuverldssig giiltig ist wie
die arithmetische Behauptung 2 -2 = 4. Ich bin der Meinung, daf die
Grundlagen der Mathematik der vollen Klarheit und Erkenntnis fihig sind
und daB das Problem der Begriindung unserer Wissenschaft ein schwieriges,
aber ein in endgiiltiger Weise Iosbares ist. In welchem Sinne und mit welchen
Mitteln ich die Losung #u erreichen glaube, kurz zu kennzeichnen, solt der
Zweck dieser vorliufigen Mitteilungen sein.

Gegenwiirtig liegt noch ein besonders akinelles Interesse fiir diesen Gegen-
stand vor. Angesehene und hochverdiente Mathematiker, Woyr und Brouwsem,
suchen die Ldsung des Problems auf einem meiner Meinung nach falschen
Wege. :

WevyL behauptet in seiner Kritik der bisherigen Begriindung des Zahl-
begriffs, daB in dem fiblichen Verfahren ein Zirkel (circulus vitiosus) vorliege.

1 Diese Miiteilung ist der wesentliche Inhalt der Vortrige, die ich im Frihjahr die-
ges Jahres in Kopenhagen auf Einladung der dortigen Mathematischen Gesellschaft
und im Sommer in Hamburg auf Einladung des Mathematischen S8eminars der Untver-
sitét daselbat gehalten habe,
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Diesen Zirkel findet er darin, dB.B zur Definition reeller Za.hleu Einteilungen
benutzt werden, welche sich danach bestimmen, ob es reelle Zahien von einer
vorgeschriebenen Beschaffenheit gibt. Meiner Meinung nach verhilt sich
aber die Sache so: Wenn man die iiblichen Definitionen der reellen Zahl dureh
Dedekindschen Schnitt, Zahlfolge oder Fundamentsireihe zugrunde legt,
50 zeigt es sich, daB in der Auffassung der Mathematiker dabei verschiedene
methodische Standpunkte nebeneinander bestehen. Der Standpunkt, den
WeYL wihlt und von dem aus er seinen Zirkel aufweist, ist keineswegs einer

'von diesen, sondern scheint mir vielmehr kiinstlich zurechtgemacht. WEYL

begriindet die Berechtigung seines ihm eigentiimlichen Standpunltes damit,
daB dabei das konstruktive Prinzip gewahrt bleibe; meiner Meinung nach
hiitte er eben, weil er zu einem Zirkel gelangte, daraus erkennen miissen, dal
sein Standpunkt und damit das konstruktive Prinzip in seiner Fassung und
Anwendung unbrauchbar und von thm aus der Weg 1n die Analysis ungang-
bar ist.

Die iiblichen von den Mathematikern eingenommenen Standpunkte be-
ruhen keineswegs auf dem konstruktiven Prinzip und weisen auch den Weyl-
schen Zirkel nicht auf; es sind wesentlich zwei Standpunkte, die in Frage
kommen:

Erstens sagt man etwa: eine reelle Za.hl ist, eine Emt.exlu.ng der rationalen
Zahlen, die die Dedekindsche Schnitteigenschaft besitzt; dabei ist der Begriff
der Einteilungen der rationalen Zahlen seinem Inhalte nach scharf und
seinem Umfange nach genau begrenzt. Der bekannte Einwand gegen diesen
Standpunkt besteht darin, daB der Begriff einer Einteilung der rationalen
Zahlen auf eins hinausliuft mit dem Begriff der Menge; der allgemeine Be-
griff der Menge aber hatin der Tat zu Paradoxien AnlsB gegeben. Wenn WryL
sich diesen Einwand in welcher Form auch immer zu eigen macht, so ist
zunichst zu erwidern, daB er nicht zwingend ist. Der Umstand, dall der Begriff
der Menge im allgemeinsten Sinne nicht ohne weiteres zulissig ist, schlielt
keineswegn aus, daB der Begriff einer Menge von ganzen Zshlen korrekt ist.
Und die Paradoxien der Mengenlehre kénnen nicht als Beweis dafiir ange-
sehen werden, daB der Begriff der Menge von ganzen Zshlen zu Widerspriichen
fishrt. Tm Gegenteil: alle unsere mathematischen Erfahrungen sprechen fiir
die Korrektheit und Widerspruchsfreiheit dieses Begriffs.

Wenn man aber geltend macht, es entspriche nicht den Anforderungen
der mathematischen Strenge, daB beim Aufbau der mathematischen Wissen-
schaft eine solche Voraussetzung stillschweigend gemacht werde, so verweise
ich auf den zweiten Standpunkt zur Begriindung des Zahlbegriffs, der diesem
Vorwurf nicht ausgesetzt ist, nimlich auf die axiomatische Begriindungs-
methode; diese charakterisiert sich etwn folgendermafen. Das Kontinuum
der reellen Zahlen ist ein System von Dingen, die durch bestimmte Bexie-




14 Neobegriindung der Mathamatik. {150]

hungen, sogenannte Axiome, miteinander verkniipft sind. Insbesondere treten
sn Stelle der Definition der reellen Zahl durch den Dekekindschen Schnitt
die zwei Stetigkeitsaxiome, nimlich das Archimedische Axiom und das so-
genannte Vollstindigkeitsaxiom. Die Dedekindschen Schnitte kinnen dann
zwar auch zur Festlegung der einzelnen reellen Zahlen dienen, aber sie dienen
nicht zur Definition des Begriffs der reellen Zahl. Vielmehr ist begrifflich
eine reelle Zahl eben ein Ding unseres Systems.

Diese Begriindung der Theorie des Kontinunms ist keineswegs im Gegen-
satz zur Anschauung. Der Begriff der extensiven GroBe, wie wir ihn aus
der Anschauung entnehmen, ist ein selbstindiger gegeniiber dem Begriff der
Anzahl, und es ist daher durchaus der Anschauung entsprechend, wenn wir
Anzahl und MaBzahl oder GréBe grundsitalich unterscheiden,

Der geschilderte Standpunkt ist vollends logisch vollkommen einwand-
frei, und es bleibt nur dabei unentschieden, ob ein System der verlangten
Art denkbar ist, d. h. ob die Axiome nicht etwa auf einen Widerspruch fiihren.
Nun gibt es wohl kaum ein Gebiet innerhalb oder auBerhalb der mathena-
tischen Wissenschaft, dus griindlicher erforscht ist als die reelle Analysis.
Die Verfolgung der SchluBweisen, die anf dem Begriff der Zahlenmengen
beruhen, hat man bis zum &uBersten getrieben und nicht der Schatten einer
Unstimmigkeit hat sich irgendwo ergeben: wenn Weyr dabei eine ,,innere
Haltlosigkeit der Grundlagen, auf denen der Aufbau des Reiches ruht”,
‘bemerkt und sich wegen ,,der drohenden Auflosung des Staatswesens der
Analysis” Sorge macht, so sieht er Gespenster. Vielmehr herrscht in der
Analysis trotz der kiihnsten und mannigfaltigsten Kombinationen unter An.
wendung der raffiniertesten Mittel eine vollkommene Sicherheit des Schlie-
flens und eine offenkundige Einhelligkeit aller Ergebnisse. Jene Axiome,
auf Grund deren diese Sicherheit und Einhelligkeit da ist, anzunehmen, ist
daher berechtigt; diese Berechtigung streitig machen hieBe von vornherein
aller Wissenschaft die Moglichkeit ihres Betriebes nehmen: wenn irgendwa
wonst, ist hier die Axiomatik angebracht.

Freilich entstcht das Problem, die Widemspruchsfreiheit der Axiome
nacheuweisen ; es ist dies ein bekanntes, auch von mir seit Jahrzehnten nje-
mals aufler Augen gelassenes Problem. Die vorliegende Mitteilung handelt
von der Lisung dieses Problems.

Was WeyL und Brouwsr tun, kommt im Prinzip darauf hinaus, daB

sie die einstigen Pfade von Kronzoxme wandeln: sie suchen die Mathematik
dadurch zu begriinden, daB sie alles ihnen unbequem Erscheinende iiber
Bord werfen und eine Verbotsdildtatur & la KrosEcsER errichten. Dies heifit
aber, unsere Wissenschaft zerstiickeln und verstiimmeln, und wir lanfen
Gefahr, einen groBen Teil unserer wervollsten Schitze gq verlieren, wenn wir
solchen Reformatoren folgen. Wevs und Brouwer verfehmen die allge-
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meinen Begriffe der Irrationalzahl, der Funktion, ja schon der zahlentheore-
tischen Funktion, die Cantorschen Zahlen hoherer Zahllassen usw. ; der Satz,
dafl es unter unendlichvielen ganzen Zehlen stets eine kleinste gibt, und so-
gar das logische ,,Tertium non datur” z. B. in der Behauptung: entweder
gibt es nur eine endliche Anzahl von Primeahlen oder unendlichviele, sind
Beispiele verbotener Sitze und SchluBweisen. Ich glaube, daB, so wenig es
Krovuoker demals gelang, die Irrationalzabl sbzuschaffen — Weyr und
Brouwrr gestatten fibrigens noch die Konservierung eines Torso —, eben-

" sowenig werden WEYL und Brouwser heute durchdringen; nein: Brouwen

ist nicht, wie WovL meint, die Revolution, sondern nur die Wiederholung
eines Putschversuches mit alten Mitteln, der seinerzeit, viel schneidiger
unternommen, doch ginglich miBlang und jetzt zumal, wo die Staatsmacht
durch Frece, DepEsvD und CanTor so wohl geriistet und befestigt ist, von
vornherein zur Erfolglosigkeit verurteilt ist.

Zusammenfassend michte ich sagen: Wenn man von einer methema-
tischen Krise spricht, so darf man jedenfalls nicht, wie es WEvL tut, von
einer neuen Krise sprechen. Der Circulus vitiosus ist von Weyy ldinstlich
in die Analysis hineingetragen. Seine Darstellung der Unsicherheit der Re-
sultate der heutigen Analysis entspricht nicht dem wirklichen Sachverhslt.
Und was die von ihm und BRouwER so stark betonter konstruktiven Ten-
denzen angeht, so hat eben WEYL meiner Meinung nach den richtigen Weg
zur Realisierung dieser Tendenzen verfehlt. Erst der hier in Verfolgung der
Axiomatik eingeschlagene Weg wird, wie ich glaube, den konstruktiven Ten-
denzen, soweit sie natiirlich sind, vollig gerecht.

Das Ziel, die Mathematik sicher zu begriinden, ist auch das meinige;
ich mochte der Mathematik den alten Ruf der unanfechtbaren Wahrheit,
der ibr durch die Paradoxien der Mengenlehre verloren zu gehen scheint,
wiederherstellen; aber ich glaube, daB dies bei voller Erhnltung ihres Be-
sitzstandes moglich ist, Die Methode, die ich dazu einschlage, ist keine andere
als die axiomatische; ihr Wesen ist dieses.

Um ein Teilgebiet einer Wissenschaft zn erforschen, busiert man es auf
eine moglichet geringe Anzahl von méglichst einfachen, anschaulichen und
faBlichen Prinzipien, die man als Axiome aufstellt und sammelt. Dabei hin-
dert nichts, auch beweisbare oder unserer Uberzengung nach beweisbare
Sitze als Axiome aufrunehmen. Ja, wie die Geschichte zeigt, ist dies Ver-
fahren bisweilen sogar sehr am Platze: Beispiele dafiir sind LecenprEs Prim-
zehlpostulat in der Theorie der quadratischen Reste, Rigmanns Vermutung
iiber die Nullstellen von £(s), der Wurzelexistenzsatz in der Algebra, endlich
die sogenannte Ergodenhypothese, ein mathematischer Batz, von dessen Be-
weis wir noch heute weit entfernt sind und der trotzdem Grundlage fiir die
statistische Mechanik geworden ist.
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Die axiomatische Methode ist tatsichlich und bleibt das unserem Geiste
angemessene unentbehrliche Hilfsmittel einer jeden exakten Forschung,
anf welchem Gebiete es auch sei: sie ist logisch unanfechtbar und zugleich
fruchtbar; sie gewihrleistet dabei der Forschung die vollste Bewegungsfrei-
heit. Axiomatisch verfahren heiBt in diesem Sinne nichts anderes als mit Be-
wubtsein denken: wihrend es friither ohne die axiomatische Methode naiv ge-
schah, dal man an gewisse Zusammenhinge wie an Dogmen glaubte, so hebt
die Axiomenlehre diese Naivitit auf, 1iBt uns jedoch die Vorteile des Glaubens.

Aber es bandelt sich jetzt um noch Wichtigeres: Gerade durch die Aus-
bildung, die ich der axiomatischen Methode glaube geben zu kénnen, werden
wir einsehen, wie sie uns daru fiihrt, iiber die Prinzipien des SchlieBens in
der Mathematik volle Klarheit zu erlangen. Wie schon erwihnt, kénnen wir
nimlich von vornherein niemals der Widerspruchsfreiheit unserer Axiome
sicher sein, sofern wir nicht den Nachweis dafiir besonders fiihren. Die Axio-
matik zwingt uns daher, zu diesem schwierigen erkenntnistheoretischen Pro-
blem Stellung zu nehmen. Der Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Axiome
gelingt in vielen Fillen, z. B. in der Geometrie, der Thermodynamik, der
Strahlungstheorie und anderen physikslischen Disziplinen, dadurch, daB man
den Nachweis auf die Frage der Widerspruchsfreiheit der Axiome der Analy-

. 618 zuriickfihrt; diese Frage ihrarseits aber ist ein bishar ungeléstes Problem.

Es gab bisher kaum einen ernsten Versuch, die Widerspruchsfreiheit
der Axiome, sei es in der Zahlentheorie, der Anelysis oder in der Mengen-
lehre, dearzutun?.

- Kronkoxer prigte den Wahlspruch: Die ganze Zahl schuf der lLiebe
Gott, alles andere ist Menschenwerk. DemgemiB verponte er — der klas-
sische Verbotadiktator —, was ihm nicht ganze Zahl war; andererseits lag
€8 thm und seiner Schule deshalb auch fern, iiber die ganze Zahl selbst weiter
nachzudenken.

Pomvcarf war von vornherein von der Unméglichkeit eines Nachweises
der Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Axiome {iberzeugt. Nach ihm
ist das Prinzip der vollstindigen Induktion eine Eigenschaft unseres Geistes,
d.h. in der Sprache KronecrERS: vom lieben Gott geschaffen. Sein Ein-
wand, dieses Prinzip kinnte nicht anders als selbst durch vollstindige Induk-
tion bewiesen werden, ist unberechtigt und wird durch meine Theorie widerlegt.

Von philosophischer Seite ist wohl die Wichtigkeit unserer Frage nach
der Widerspruchsfreiheit der Axiome erlannt; ich finde aber auch in dieser
Literatur nirgends eine offensichtliche Férderung der Losung des Problems
im mathematischen Sinne. ' )

! Betreffs des fritheren Ansatzes von HimereT selbst und desjenigen von J. Kimia
vgl. 8. 198f. — Zur Btellungnahme Hilberts zn Kronscxxs und Porscars vgl. 8. 203,
1. Absatz. Anm.d. H. '
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Dagegen wird unsere Frage in ihrem Wesen berithrt durch die ilteren
Bestrebungen, Zahlentheorie und Analysis auf Mengenlehre sowie diese auf
reine Logik zu griinden.

Frecr hat die Begriindung der Zahlenlehre auf reine Logik, DEpERIND
auf Mengenlehre als ein Kapitel der reinen Logik versucht: beide haben
ihr Ziel nicht erreicht. Freer batte die gewohnten Begriffsbildungen der
Logik in ihrer Anwendung suf Mathematilc nicht vorsichtig genug gehand-
habt: &o hielt er den Umfang eines Begriffs fiir etwas ohne weiteres Gegebe-
nes, derart, daB er dann diese Umfinge uneingeschrinkt wieder als Dinge
gelbst nehmen zu diirfen glaubte. Er verfiel so gewissermaben einem extremen
Begriffsrealismus, Ahnlich erging es DepErm<D; sein klnssischer Irrtum be-
stand darin, daB er das System aller Dinge ale Ausgang nahm. So glinzend
und bestechend Deprrmnps 1des, die endliche Zahl auf das Unendliche zn
begriinden, erschien, heute wird die Ungangbarkeit dieses Weges — nicht
zum mindesten auch durch meine nachfolgenden Ausfihrungen — auller
Zweilel gesetst.

Die scharfsinnigen Untersuchungen von FeEar und Depexip haben
trotzdem die wertvollsten Friichte gezeitigt; FruoE und DepErmvD haben
die moderne Kritik der Analysis inanguriert, und diese, gefragen von Mén-
nern wie Canror, Zemero und Busserr, ,miindet’ nicht, wie WeyL be-
hauptet, ,,in Chaos und Leersinn™: vielmehr verdanken wir ihr einmal tief-
gehende auf axiomatischer Grundlage ruhende Theorien — insbesondere die
von ZErmero und die von Russsir — und andererseits die sachgemille
Entwicklung des sogenannten Logikkalkuls, dessen Grundideen sich immer
mehr und mehr als unentbehrliches Hilfsmittel bei logisch-mathematischen
Untersnchungen herausstellen.

Dies ist in meiner Auffassung ungefihr der heutige Stand der Frage
hinsichtlich der Grundlagen der Mathematik. Hiernach kann ein befriedigen-
der AhschluB der Untersuchungen iiber diese Grundlagen nur durch die
Lasung des Problems von der Widerspruchsfreiheit der Axiome der Analysis
erzielt werden. Gelingt uns dieser Nachweis, so stellen wir demit fest, dafl
die mathematischen Aussagen in der Tat unanfechtbare und endgiiltige Wahr-
heiten sind — eine Erkenntnis, die auch wegen ihres allgemeinen philoso-
phischen Charakters von groBter Bedeutung fiir uns ist.

Wir wenden uns der Losung dieses Problems zu.

Wie wir sahen, hat sich das abstrakte Operieren mit allgemeinen Begriffs-
umfingen und Inhalten als unzulinglich und unsicher herausgestellt. Als
Vorbedingung fiir die Anwendung logischer Schliisse und die Betitigung
logischer Qperationen mu8 vielmehr schon etwas in der Vorstellung gegeben
sein: gewisse suBerlogische diskrete Objekte, die anschaulich als unmittel-
bares Erlebnis vor allem Denken da sind. Soll das logische SchlieBen sicher
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sein, so miissen sich diese Objekte vollkommen in ellen Teilen iiberblicken
lassen und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, thr Aufeinanderfolgen ist
mit den Objekten zugleich unmittelbar anschanlich fiir uns da als etwas,
das mich nicht noch auf etwas anderes redezieren 1iBt. Indem ich diesen Stand-
punkt einnehme, sind mir — im genauen Gegensatz sn FrREGE und DEDEKIND
— die Gegenstinde der Zahlentheorie die Zeichen selbst, deren Gestalt un-
abhiingig von Ort und Zeit und von den besonderen Bedingungen der Her-
stellung des Zeichens sowie von geringfiigigen Unterschieden in der Aus-
fithrung sich von uns allgemein und sicher wiedererkennen 1i8t2, Hierin liegt
die feste philosophische Einstellung, die ich zur Begriindung der reinen Mathe-
matik - wie fiberhaupt zu allem wissenschaftlichen Denken, Verstehen und
Mitteilen — fiir erforderlich halte: am dnfang — so heiBit es hier — ist das
Zeichen. i

Wir wenden uns zuniichst mit dieser philosophischen Einstellung der
elementaren Zahlenlehre zu und iiberlegen, ob und bis wieweit auf dieser rein
anschaulichen Basis der konkreten Zeichen die Wissenschaft der Zahlen-
theorie zustande kommen wiirde. Wir beginnen also mit folgenden Erkli-
rungen der Zahlen.

Das Zeichen 1 ist eine Zahl,

Ein Zeichen, das mit 1 beginnt und mit 1 endigt, so daB dazwischen aof
1 immer 4 und auf + immer 1 folgt, ist ebenfalls eine Zahl, z. B. die Zeichen

141,
14141,

Diese Zahlzeichen, die Zahlen sind und die Zahlen vollstindig ausmachen,
sind selbst Gegenstand unserer Betrachtung, haben aber sonst keinerlei
Bedeutung®. Auller diesen Zeichen wenden wir noch andere Zeichen an, die
etwas bedeuten und zur Mitteilung dienen, z. B. das Zeichen 2 zur Abkiirzung
fiir das Zahlzeichen 1 + 1 oder das Zeichen 3 zur Abkiirzung fiir das Zehl-
zeichen 1 4 1+ 1; ferner wenden wir die Zeichen =, > an, die zur Mit-
teilung von Behauptungen dienen. So soll denn 2 + 3 == 3 4 2 keine Formel
sein?, sondern nur zur Mitteilang der Tatsache dienen, daB 2 4+ 3 und 3 4 2

1 In diesem Sinne nenne ich Zeichen von derselben Gestalt auch kurz ,,daeselbe
Zeichen*. ’

% Die Ausdrucksweise, von ,Zeichen ohne Bedentung® zn sprechen, hat bei den
Fhilosophen AnstoB erregt. {Vgl. z. B, die Note von Arovs Mirues: ,,Uber Zahlen als
Zeichen* und dis Erwidernng daraof von P. Berwavs, beide Math. Ann. Bd. 80 (1823.)]
In den spiteren Hilbertschen Abhandlungen fiber die Grundlagen der Mathematik ist
der Terminua ,,Zahirefchen durch ,,Ziffer" ersetzt worden. Anm. d. H.

3 Hilbert braucht hier das Wort , Formel™ im engeren Sinne, nEmlich fir die Formeln
der formalisierten Mathematik. Man %dnnte hier aber nattirlioh ebenso wie von Zeighen
mit Bedsutung auch von Formeln mit Bedeutung sprechen. Anm. d. H.
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mit Riicksicht anf die benutzten Abkiirzungen dasselbe Zahlzeichen, nim-
lich das Zahlzeichen1 4+ 1 + 1 4+ 1 4 1 sind. Ebensowenig ist alsdann 3 > 2
eina Formel, sondern dient vielmehr nur gur Mitteilung der Tatsache, da8
das Zeichen 3, d.h. 1 4- 1 + 1, fiber des Zeichen 2, d. h. 1 4 1, hinansragt
oder dafl das letzters Zeichen ein Teilstiick des ersteren ist.

Wir verwenden zur Mitteilung auch Buchstaben g, b, ¢ fiir Zahlzeichen.
Dann ist auch b > a nicht etwa eine Formel, sondern nur die Mitteilung,
dal das Zahlzeichen b fiber das Zahlzeichen a hinausragt. Und ebenso wire
vom gegenwirtigen Standpurnkte sus a + b = b 4+ a nur die Mitteilung der
Tatsache, daB das Zahlzeichen a 4 b dasselbe ist wie b 4- a. Und dabei
kann dann das inhaltliche Zutreffen dieser Mitteilung folgendermaBen ein-
gesehen werden. Es sei — wie wir annehmen diirfen — § > g, d. h. das Zahl-
zeichen b rage fiber g hinaus: dann 1aBt sich b zerlegen in der Gestalt a + ¢,
wo ¢ zur Mitteilung einer Zahl diene; man hatdannnuro +o+c=a 4 c4a
zu beweisen, d. h., dall a + a + ¢ dasselbe Zahlzeichen ist, wie a -+ ¢ + «a.
Dies ist aber der Fall, sobald a <+ ¢ dasselbe Zeichen wie ¢t +a,d.h. a4 ¢
== ¢ + a ist. Hierin ist aber gegeniiber der urspriinglichen Mitteilung min-
destens eine 1 durch das Abspalten von a fortgeschafft worden und dies Ver-
fehren des Abspaltens kann so lange forfgesetzt werden, bis die zu vertanschen-
den Summanden miteinander fibereinstimmen, Denn ein jedes Zahlzeichen a
it ja aus den Zeichen 1 und + in der vorhin erklirten Weise aufgebaut; es
kann daher durch Abspalten und Ausléschen der einzelnen Zeichen auch
wieder abgebaut werden.

Bei der solcherart betriebenen Zshlentheorie gibt es keine Axiome, und
also sind such keinerlei Widerspriiche moglich. Wir haben eben konkrete
Zeichen als Objekte, operieren mit diesen und machen {iber sie inhaltliche
Aussagen. Und was inshesondere den soeben ausgefiithrten Beweis fiir a + b
= b + a betrifft, so ist dieser Beweis, wie ich noch besonders hervorheben
mdchte, ebenso lediglich ein auf dem Auf- und Abbau der Zahlzeichen be-
ruhendes Verfahren und seinem Wesen nach versehieden von demjenigen
Prinzip, welches als Prinzip der vollstindigen Induktion oder Schlull von
n auf n + 1 in der hoheren Arithmetik eine so hervorragende Rolle spielt.
Letzteres Prinzip ist vielmehr, wie wir spiter erkennen werden, ein weiter-
tragendes formales, einer hoheren Stufe angehdriges Prinzip, das seinerseits
eines Beweises bediirftig und fahig ist.

Sicherlick kénnen wir durch diese anschauliche inhaltliche Art der Be-
handlung, wie wir sie geschildert und angewandt haben, in der Zahlentheorie
noch erheblich weiter vorwirtakommen. Aber freilich liBt sich nicht die ganze
Mathematik auf solche Art erfassen. Schon beim Ubertritt zum Standpunkt
der hheren Arithmetik und Algebra, z. B. wenn wir Behauptungen iiber un-
endlichviele Zahlen oder Funktionen gewinnen wollen, versagt jenes inhalt-
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liche Verfahren. Denn fiir unendlichviele Zahlen k6nnen wir nicht Zahlzeichen
hinschreiben oder Abkiirzungen einfithren; wir wiirden, sobald wir diese
Schwierigkeit nicht bedenken, zu denjenigen Ungereimtheiten gelangen, die
Frzea in seinen kritischen Ausfithrungen iiber die hergebrachten Definitionen
der Itrationalzahl mit Recht riigt. Und die Analysis laBt sich durch ein sol-
ches konkretes Verfahren, wie es eben fiir die elementare Zahlenlehre ange-
wandt wurde, schon deshalb nicht aufbauven, weil wir blo durch derartige
inhaltliche Mitteilungen das Wesen der Analysis gar nicht erschdpfen, son-
dern vielmehr eigentliche, wirkliche Formeln zu fhrem Aufbau brauchen.
Wir kdnnen aber einen entsprechenden Standpunkt gewinnen, indem
wir uns auf eine hhere Stufe der Betrachtung begeben, von der aus die
Axiome, Formeln und Beweise der mathematischen Theorie selbst Gegenstand
einer inhaltlichen Untersuchung sind. Dazu miissen aber zunichst die iiblichen
inhaltlichen Uberlegungen der mathematischen Theorie durch Formeln und
Regeln ersetzt bzw. durch Formalismen nachgebildet werden, d. h. es muB
eine strenge Formalisierung der ganzen mathematischen Theorien einschliel3-
lich ihrer Beweise durchgefithrt werden, so daB die mathematischen Schliizse
und Begriffsbildungen — nach dem Muster des Logikkalkuls — in das Gebiude
der Mathematik als formale Bestandteile einbezogen sind. Die Axiome, For-

meln und Beweise, aus denen dieses formale Gebaude besteht, sind genau -

das, was bei dem vorhin geschilderten Anfban der elementaren Zshlenlehre
die Zahlzeichen waren, und mit jenen erst werden, wie mit den Zahlzsichen
in der Zahlenlehre, inhaltliche Uberlegungen angestellt, d. h. das eigentliche
Denken ausgeiibt: dadurch werden die inhaltlichen Uberlegungen, die selbst-
verstindlich niemals vollig entbehrt oder ausgeschaltet werden Lkénnen, an
eine andere Stelle, gewissermaBen sauf ein htheres Niveau verlegt, und zu-
gleich wird in der Mathematik eine strenge und systematische Trennung
zwischen den Formeln und formalen Beweisen einerseits und den inhaltlichen
Uberlegungen andererseits maglich.

In der gegenwirtigen Mitteilung ist es meine Aufgabe, zu zeigen, wie
dieser Grundgedanke in vollkommen strenger und einwandfreier Weise durch-
gefithrt werden kann und daB damit zugleich unser Problem des Nachweises
der Widerspruchsfreiheit der Axiome der Arithmetik und Anslysis geldst wird.

Fiir die konkret-inhaltliche Zahlentheorie kamen wir, wie eben gezeigt,
mit den Zeichen 1, 4 aus. Zum Aufbau der Gesamtmathematik werden wir
weitere verschiedene Arten von Zeichen einfiihren und deren Handhabung
erkliren. Wir unterscheiden:

I. Individualzeichen (meist griechische Buchstaben):

1. 1, + (Bestandteile der Zahizeichen),

2. @("), p(*), o(**) 8(* * u(** (individuelle Funktionen mit Leer-
stellen, individuelle Funktionenfunktionen),

ML LM M k= D R el ML e
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3. = (gleich), < (ungleick), > (griBer) (mathematische Zeichen),
4. Z (Zahl gein), @ (Funktion sein), _

5. — (,,folgt”, ein logisches Zeichen),

6. ( ) (Allzeichen).

I1. Variable (1ateinische Buchstaben):

1. a, b, ¢ d,p,q,r, & t (Grundvariable),

2. H{*), g(*) (variable Funktionen, variable Funkinonen.{'unktmnen),
3. 4,B,0,D,8, T, U, ¥V, W (veriable Formeln).

IT1. Zeichen zur Mitteslung (deutsche Buchstaben):

1. o, b, ¢, 1 (Funktionale),

2.9, 98,6 & 6, T (Formeln).

Zunachst sind zur Handhabung dieser Zeichen einige Erklirongen er-
forderlich.

Nebeneinander stehende Zeichen heiBen eine Zeile, untereinander stehende
Zeilen heiBen eine Figur.

Individualzeichen (I) und Variable (II) sind sllein diejenigen Zeichen,
die im Kalkul vorkommen und das formale Gebiude ausmachen, wihrend
die letrte Gattung von Zeichen (111} nur zur Mitteilung bei den inhsltlichen
Uberlegungen dienen. Wir wollen im allgemeinen als Individualzeichen (1)
griechische, als Variable (II) lateinische und als Zeichen zur Mitteilung (ITT)
stets deutsche Buchstaben wihlen. Letztere Zeichen (III) sollen auch ge-
legentlich und provisorisch ala Kurzzeichen dienen; dabei ist Kurzzeichen
ein Zeichen, welches lediglich zur liirzeren Schreibweise da ist und ein be-
stimmtes anderes Zeichen bedeutet. Es sei jedoch ausdriicldich bemerkt, dal
die Einfithrung von Kurzzeichen zum Aufbeu der Mathematik nicht notig
ist, sondern daB wir der Zeichen 1T nur zur Mitteilung im eigentlichen Sinne,
d.h. bei dem inhalilichen Operieren an den formalen Beweisen bediirfen.

Ein Zshlzeichen, eine Grundvariable, eine individuelle oder eine variable
Funltion, deren Leerstellen mit Zahlzeichen, Grundvariablen oder Funk-
tionen! ausgefillt sind, desgleichen eine individuelle oder variable Funktionen-
funktion, deren Leersiellen ausgefillt sind, heiBt ein Funktional. Ein Funk-
tional kann stets selbst in eine entsprechende Leerstelle eingesetzt werden;
sind dadurch die Leerstellen einer Funktion oder einer Funktionenfunktion
simtlich ausgefillt, so heiBt die entstehende Zeile wiederum ein Funktional
Ein Funktional ist also ein zusammengesetztes Zeichen, das aus den Zei-
cken 11, 2,11, 2 besteht, dagegen nicht die Zemhen 13, 4., 6., 6., 113

enthilt,
Stellt man zn bmden Selten des Zeichens = oder des Zeichens == ein

1 Dijese Angaben lassen sich mit Hilfe des Begriffs der Gattung cines Funktionals prazi-
sleren. Man muB dabei jeds Leerstelle suf eine bestimmte Gattung beziehan. Anm.d. H.
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Funktional, so heiBt die entstehende Zeile eine Primformel; desgleichen
entateht eine Primformel, wenn man die Leerstelle des logischen Zeichens Z
durch ein Funktional ausfiillt. Wenn also t, b Funktionale bedeuten, so sind

a=>0,

a=bh,
Z(a)

Primformeln.
. Wenn man za beiden Seiten eines Folgezeichens eine Primformel oder
eine variable Formel (II 3.)! stellt, so entsteht eine Folgeformel. Stellt man
an beide Seiten eines Folgezeichens eine Frimformel, eine variahle Formel
oder cine Folgeformel, a0 heiBt die entstehende Zeile wiederum eine Formel.
Und allgemein soll

-9

eine Formel sein, wenn 9 und 9 variable oder bereits vorher nufgestellte
Formeln sind.

Gewisse Formeln, die als die Bausteine des formalen Gebindes der Mathe-
matik dienen, werden Axiome genannt.

Bei der Bebandlung der Axiome und beim Operieren mit ihnen sind
guniichst folgende allgemeine Regeln zu beachten:

Individualzeichen bleiben unersetzbar; fiir Grundvariable dirfen Funl-
tionale beliebig eingesetzt werden®,

Klammern werden in iiblicher Weise gebraucht, um Bestandteile von
Zeichen sbzusondern; sie dienen zur Kennzeichnung von Leerstellen und
beim Einsetzen von Zeilen zur Sicherheit und Eindeutigkeit.

Das Allzeichen I6. ist ein logisches Zeichen: eine Klammer mit einer
Varizblen darin; der dahinter stehende Formelabschnitt, der diese Variable
im allgemeinen enthilt, wird durch eine besondere Klammer abgegrenzt
und dadurch als der Wirkungsbereich jenes Allzeichens kenntlich gemacht.
Fiir das Allzeichen gelten noch folgende besondere Regeln:

Eine Variable in einer Formel heiBe »»Irei”, wenn sie nicht in einem All-
zeichen dieser Formel steht: vor eine Formel darf stets ein Allzeichen mit
einer freien Variablen darin vorgesetzt werden, so daB die ganze Formel
der Wirkungsbereich dieses Allzeichens wird. Umgekehrt darf ein Allzeichen,
dessen Wirkungsbereich die ganze iibrige Formel igt, stets fortgelassen werden.

Eine in einem Allzeichen stehende Variable darf darin und zugleich in
dem zugehérigen Wirkungsbereich durch irgend eine andere daselbst nicht
vorkommende Variable ersetzt werden.

1 Die betreffende Variable knnn noch ein oder mehrere Funktionale als Argumenta
bei siok haben. So ist z. B. €' (1, a) eine variabls Formel.

2 Hier wire noch die Einsetzungeregel fir die Formelvariablen einzuschalten {vel.
Hilbert-Barnays; Grundlagen d. Math. T, §4; B. 88f. und 98). Anm. d. H.

lat
ges

en

Fex

folg

ferr




{167]

chen

ns Z -

oder

rmel

rmel.

ellte

ithe-

gind

von
und

‘finer
able
engt
wht,.

mit

rmel |

hen,
den.
h in
icht

ente

(vel-

[188] Neubegriindung der Mathematik. 93

Zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Allzeichen, deren Wirkungsbereiche
sich gleich weit erstrecken, diirfen miteinander vertauscht werden.
Wenn ein Bestandteil einer Formel ‘

() (M — B ()

lautet, wo ¥ die Variable b nicht entbilt, so darf (b) hinter das Zeichen —
gesetzt werden, so daB die Formel
A (B)BO)

entsteht?. :
Wir wollen nun zunichst zeigen®, wie wir zu den Sitzen des elemen-

taren Rechnens von unserem neuen formalen Standpunkte aus gelangen.
Dazn haben wir eine Tabelle von Axiomen niitig, die folgendermaBen beginnt:

1. a=a,

. l+@+)=0+a)+1,
a=bs>at+li=0+41,
a+1=b+1-a=b,

a=c—+(b=0c->a=0"0).

[ 8]

o o

£

Ferner bedienen wir uns beim BchlieBen des SchlaBschemas

e
&+

—
Alsdann lassen sich die formalen Beweise fiir die Zahlengleichungen, wie
folgendes spezielle Beispiel zeigt, fithren:

Aug Axiom 1. gewinnen wir durch Einsetzen

1=1,

ferner mit Benutzung des Kurzzeichens 2 fiir 1 + 1 und des Kurzzeichens 3
fiir 2 +1

9=9 )
und

3=3. 2)

1 Auch der umgekehrte ProzeB darf, wenn ¥ dis Variable b nicht enthalt, ausgefiihrt
warden, -—— Das Operiersn mit dem Zefohen — geschieht mittels des ,,SchluBachemas*
(8. 8. 180) und der ,,Axiome des logischen SchlieBens" (8. 176). Anm. d. H.

1 Dig hier folgenden Betrechtungen greifen euf ein fritheres Stadinm der Beweis-
theaorie zurilelr, in welchem die Untersnochung sich zundchst auf einen ganz engen Formalis-
mns beschrinkte, der dann schrittweise verschiedene Erweiterungen erfubr. Dieser
Gedenkengang wird im folgenden dargestellt und hernach — auf 8. 174ff. — der Uber-
gaDg vou jenem provisorischen Ansatr zu dem in der vorliegenden Abhandlung inten-
dierten Formalismus vollzogen. Anm. d. H.
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Aus Axiom 2. ergibt sich ferner durch Einsetzen wa
14(1+)=14+1)+1 - de
oder ; Jet
oder g Pt
1+2=3. (3) i Phb
Aus Axiom 5. bekommen wir durch Einsetzen f ?1'?
: ¢

3=3>(1+2=83=1+2), !
wegen (2) folgt hieraus mittels des SchiuBschemas die Formel ! - 8p
142=3->3=142 E ?
und endlich wegen (3) mittels des Schlullschemas die Formel _ - h;
3=1+2. § .
Dies ist somit eine aus unseren bisherigen Axiomen beweisbare Formel. : un
m

Da wir aus den bisherigen Axiomen noch nicht alle Formeln, die wir
brauchen, bekommen, so steht uns der Weg offen, noch weitere Axiome ‘ Coour

hinzuzufiigen. Zuvor ist jedoch eine Festsetzung, was ein Beweis ist, und ’ sp
eine gensue Auweisung fiber den Gebrauch der Axiome ndtig. i ne
Ein Bewevs ist eine Figur, die uns als solche anschaulich vorliegen muf}; ! As
er besteht aus Bchlissen vermdge des SchluBschemas '[ fiﬁ
. . £
sox g de
g ;
wobei jedesmal jede der Primissen, d. h. der betreffenden Formeln & und : i
& — T, entweder ein Axiom iet bzw. direkt durch Einsetzung aus einem ;
Axiom entsteht oder mit der Endformel T eines Schlusses iibereinstimmt, der A

vorher im Beweise vorkommt bzw. durch Einsetzung aus einer solchen End- :
formel entsteht. l
Eine Formel soll beweisbar heilen, wenn sis entweder ein Axiom ist bzw. [ di
durch FEinsetzen nus einem Axiom entsteht oder die Endformel eines Be- l
weises ist bzw. durch Einsetzung aus einer solchen Endformel entsteht. So- _
mit ist der Begriff ,,beweisbar’ relativ begiiglich des zugrunde liegenden Axio- i
mensystems zu verstehen. Dieser Relativismns ist naturgemiB und notwendig;
aus ihm entspringt auch keinerlei Schaden, da das Axiomensystem bestin-
dig erweitert und der formale Aufbau, unserer konstruktiven Tendenz ent-
sprechend, immer vollstindiger wird. ‘
Um unsere Ziele zu erreichen, miissen wir die Beweise als solehe zum ;
Gegenstande unserer Untersuchung machen; wir werden so eu einer Art
Beweistheorte gedringt, -die von dem Operieren mit den Beweisen selbst ;
handelt. Fiir die konkret-anschauliche Zahlentheorie, die wir znerst betrieben, ' b

v iR
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waren die Zahlen das Gegenstindliche und Aufweisbare, und die Beweise
der Sitze iiber die Zahlen fielen schon in das gedankliche Gebiet. Bei unserer
jetzigen Untersuchung ist der Beweis selbst etwas Konkretes und Aufweis-
bares; die inhaltlichen Uberlegungen erfolgen erst an dem Beweise, Wie der
Physiker seinen Apparat, der Astronom seinen Standort untersucht, wie der
Philesoph Vernunftkritik iibt, so hat meiner Meinung nach der Mathematiker

seine Bétze erst durch eine Beweiskritik sicherzustellen, und dazu bedarf er

dieser Beweistheorie.

" Vergegenwiirtigen wir uns nun insbesondere unsere Ahsicht, die Wider-
spruchsfreiheit der Axiome nachzuweisen. Von dem gegenwirtigen Stand-
punkte aus scheint dieses Problem gzuniichst sinnlos, da ja nur ,beweisbare™
Formeln entstehen, die gewirsermaBen Aquivalente fiir lsuter positive Be-
hauptungen sind und demnach keinerlei Widerspruch erzeugen: wir kfnnten

cben 1 =1 auch 1 =1 + 1 als Formel gelten lassen, falls sie pich durch
unsere SchluBregeln als eine beweisbare Formel ergibe. Soll aber unser For-
malismus den vollen Ersatz bieten fiir die frithere wirkliche, aus Schliiszen
und Bebauptungen bestehende Theorie, 50 muB auch der inhaltliche Wider-
spruch sein formales Aquivalent finden. Damit dies der Fall ist, miissen wir
neben der Gleichheit die Ungleichheit wie jene gewissermafBen als positive

_ Aussage nehmen und durch ein nenes Zeichen = mittels neuer Axiome ein-

fiihren, mit denen dann nach unseren Regeln wie frither operiert wird, Und
dann erkliren wir ein Axjomensystem als widerspruchsfrer, wenn vermoge

desselben
a=Dhb und a=b

niemsls zugleich beweisbare Formeln sind, wo a, b Funktionale bedeuten.
Diesen allgemeinen Ausfilhrungen entsprechend stellen wir das neue
Axiom auf

6. a-+1d41;

dagegen schalten wir rundchst der Einfachheit halber das Axiom 2. aus:
sodann besteht die erste Probe eines wirklichen Nachweises der Widerspruchs-
freiheit in unserer neuen Beweistheorie darin, daB wir nunmehr folgenden
Satz beweisen:
Duag Aziomensystem, das ous den fiinf Axiomen
d=a,
a=bosa41=ph41,
a+1=b+4+1sa=b,
a=c—>(b=c—>a=Dh),
a4 1l ‘
besteht, 8t widerspruchsfrei.
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Der Beweis dieses Satzes geschieht in mehreren Schritten; zunichst
beweisen wir folgendes:

Hilissatz. Kine beweisbare Formel kann héchstens zweimal das Zeichen —»
enthalten. '

In der Tat: es sei uns im (egensatz zu dieser Behauptung ein Beweis
fiir eine Formel mit mehr als zwei Zeichen ~ vorgelegt; dann gehen wir
diesen Beweis durch bis zu einer Formel, die zum ersten Male diese Eigen-
schaft besitzt, d. h. derart, daB keine im Beweise dieser Formel vorausgehende
Formel mehr als gweimal — anfweist. Diese Formel kann aus einem Axiom
direkt durch Einsetzung nicht entstanden sein; denn fitr die in den Axiomen
auftretenden Substituenden a, b, ¢ diirfen nur Funktionale eingesetzt werden
und diese bringen keine neuen Zeichen — mit sich. Jene Formel kann aber
auch nicht als Endformel § eines Schlusses erscheinen; denn dann wire die
zweite Primisse dieses Schlusses © — T eine frithere Formel mit mehr als
zwel Zeichen — und folglich die in Rede stehende Formel T nicht eine erste
mit dieser Eigenschaft.

Ferner beweisen wir:

Hilfzsatz. Eine Formel a = b ist nor dann beweisbar, wenn a und b das-
selbe Zeichen sind. :

~ Zum Beweise unterscheiden wir wieder die beiden Fille. Erstens die
Formel entstehe direkt durch Einsetzen aus einem Axiom; dann kiime dafiir
nur Axiom 1. selbst in Betracht und die Behauptung unseres Satzes ist in
diesem Falle offenbar zutreffend. Zweitens nehmen wir ainen Beweis als
vorliegend an mit der Endformel a = 8§, wo a und b nicht dasselbe Zeichen
sind und wo iiberdies nicht schon an fritherer Stelle im Beweise eine solche
Formel vorkommt, In unserem SchluBschema miiBte alsdann T mit a==5
iibereinstimmen und & eine beweisbare Formel sein; die zweite Primisse
hitte also die Gestalt
&—a=5h. 4)
Diese Formel miiBte nun ihrerseits entweder durch Einsetzung ans einem
Axiom oder als Endformel eines Beweises hervorgehen. Im ersteren Falle
kiimen nur die Axiome 3. und 4. in Betracht: handelte es sich um Axiom 3.,
8o miilite a von der Gestalt o’ + 1 und b von der Gestalt b’ + 1 und & miibte
die Formel o’ = b’ sein. Wiiren nun o’ und b’ dieselben Zeichen, so miilten
auch a und & dieselben Zeichen sein — gegen unsere Annahme. Wiren aber
andererseits o’ und b’ nicht dieseiben Zeichen, so wire jo &, d.h. o' = ¥’,
eine im Beweise vor T vorkommende Formel von der in Rede stehenden ver-
langten Art — was wiederum nicht sein darf; handelte essich aber um Axiom 4.,
80 milfite & die Formel a + 1 =5 + 1 sein, in der dann zu beiden Seiten
des Gleichheitszeichens sicher nicht dasselbe Zeichen stinde; dies ist
wiederum unmoglich, da & im Beweise voransteht. Es bleibt demnach nur
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die Moglichkeit ibrig, -daB (4) die Endformel eines Beweises ist, dessen
letzter Schiuf die Gestalt ‘
1
N {&—a= [11
&—->n=0b

haben miiBte. Hierin untersuchen wir wiederum das Zustandekommen der
zweiten Primisse
U~ (S-+a=B5). (5)

Wire dieselbe direkt durch Einsetzen aus einem Axiom erbalten, so kime
dafiir nur Axiom 5. in Betracht und © miibte alsdann von der Gestalt b = ¢
und 1 von der Gestalt a = ¢ sein. Ware nun ¢ dasselbe wie b, so wire Il nichts
anderes als o = b und diese Formel wire also im Beweise sechon an fruherer
Stelle da, als angenommen worden ist. Ware aber ¢ nicht dasselbe wie b, 80
ist ja die Formel b = ¢ eine im Beweise frithere Formel von der fiir T urspriing-
lich verlangten Eigenschaft. Es bleibt demnach nur die Méglichkeit offen,
duf (5) Endformel eines Schlusses ist; dann miifte aber die zweite Primisse
dieses Schlusses eine Formel mit mindestens drei Zeichen — sein, und dies
wiire nach dem vorhin bewiesenen Satze keinenfalls eine beweisbare Formel.

Damit ist unser zweiter Hilfssatz ebenfalls als zutreffend erkannt.

Wir haben vorhin ein Axiomensystem als widerspruchsfrei erklirt, wenn
vermige desselben

a=Dh und a==b
niemals mgleich beweisbare Formeln sind. Da nun nach dem eben bewiese-
nen Satze o = b nur dann eine beweisbare Formel ist, wenn a und b dasselbe
Zeichen sind, &o linft jetzt der Nachweis fiir die Widerspruchsfreiheit unserer
Axiome darauf hinaus, zu zeigen, daB auf Grund unseres Axiomensystems
niemals eine beweisbare Formel von der Gestalt
a==a . (6}
zustande kommen kann. Wir zeigen dies wie folgt.

Um eine das Zeichen == enthaltende Formel von der Gestalt (6) dureh
Einsetzung direkt aus einem Axiom zu gewinnen, ware notwendig, Axiom 6.
heranzuziehen; eine aus Axiom 6. durch Einsetzung entstehende Formel hat
aber stets die Gestalt

o+ 11
und hierin ist o’ + 1 gewiB nicht dasselbe Zeichen wie 1. Sollte anderer-

seits (6) als Endformel eines Schlusses zustande kommen, so miilite die zweite

Priamisse dieses Schlusses die Gestalt
G=ada (M

haben und, da eine solche Formel sicher nicht direkt durch Einsetzung aus
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einem Axiom entstehen kenn, so miiBte anch diese Formel (7) durch einen D
Bchlul entstanden sein. Die zweite Primisse dieses Schlusses wire alsdann ! beda
T > (G —>a +a) ol
. a
und auch diese Formel miifite aus gleichem Grunde durch einen SchluB her- habe
vorgehen, dessen zweite Primisse notwendig die Gestalt daB 1
' U (T>(S—>a-+a) imlfﬁl

¢
haben wiirde. Eine solche Formel kann aber, da sie sicher mehr als drei Zei- U
chen — enthilt, nach dem ersten vorhin bewiesenen Hilfssatze sicher keine geht
beweisbare Formel sein. Damit entfallt auch die Méglichkeit, daB (6) eine be- gaich:

weisbare Formel ist, und der Nachweis fiir die Widerspruchsfreiheit unseres

Axiomensystems ist vollig gelungen. T.
Ein nachstes Ziel wiire es, die entsprechende Untersuchung zu fiihren, E}
nschdem wir das vorhin ausgeschaltete Axiom 2. wieder aufgenommen haben. Uber
Es gelingt auch in der Tat, wie ich hier nur mitteilen méchte, auf diesem Wege Axion
die Widerspruchsfreiheit: des Axiomensystems nachzuweisen, das aus den 0
Axiomen enthe
erker
1. a=u ) : Gesic
2. 1+(@+1)=Q1Q+a)+1, E
3. s=b—s>a+1=0b41, punm
4 a4+ 1=b+1-ra=4, matil
5. a=¢c>(b=0>a=0), Die
6. a+141 ‘;":iﬁ
besteht. _ komr
Wir baben bisher auller dem Zeichen — und dem Allzeichen kein anderes Fber
logisches Zeichen eingefithrt und inshesondere fiir die logische Operation metis
smicht” die Formalisierung vermieden. Dieses Verhalten gegeniiber der Nega- und
' tion ist fiir unsere Beweistheorie charakteristisch: ein formales Aquivalent fiir Z
die fehlende Negation liegt lediglich in dem Zeichen <+, durch dessen Ein- nene
filhrung die Ungleichheit gewissermaBen ebenso positiv ausgedriiclkt und be- i dient
handelt wird, wie die Gleichheit, deren Gegenstiick sie ist. Inhaltlich kommt Para
die Negation nur im Nachweise der Widerspruchsfreiheit zur Anwendung, den 1
und zwar nur, insoweit es unserer Grundeinstellang entspricht. Mit Riick- liche
sicht anf diesen Umstand bringt uns, wie ich glaube, unsere Beweistheorie freih
zugleich auch eine erkenntnistheoretische wichtige Einsicht in die Bedentung D
und das Wesen der Negation. " besta
Der logische Begriff ,,alle kommt in unserer Theorie durch die darin
auftretenden Variablen und diejenigen Regeln yur Qeltung, die wir iiber 1

das Operieren mit ihnen und mit dem Allzeichen festgesetzt haben. : 8. 18
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rch einen ‘ Derjenige logische Begriff, der dann schlieflich noch der Formalisierung
Jsdann bedarf, ist der Begriff ,,es gibt”, ein Begriff, der belkanntlich in der formalen :
‘ Logik bereits durch die Negation und den Begriff ,,alle” ausdriickbar ist. i
: . Da aber in unserer Beweistheorie die Negation keine direkte Darstellung £
hluB her- ’ heben darf, so wird hier die Formalisierung von ,.es gibt” dadurch erreicht, -;5
i dal men individuelle Funktionszeichen mittels einer Art impliziten Definition f
! einfiihrt, indem gewissermaBen das, ,,wad es gibt", durch eine Funktion wirk-
o lich hergestellt wird. Das einfachste Beispiel dafiir ist folgendes:
d“,m Z.m‘ | Um auszudriicken: wenn a nicht 1 ist, so ,,gibt es” eine Zahl, die a voraus- 'E
hﬂ: keine [ geht, fithren wir das Funktionszeichen & (*) mit einer Leerstelle als Individual- j
) eine be- zeichen ein und stellen als Axiom die Formel auf ' 1
b unseres 7, sl = a=d(a)+1. | 7
1 fiihren, ( Es gelingt dann wiederum, wie ich hier nur erwihne, durch inhaltliche
wn haben. Uberlegungen nachzuweisen, daB das nus den Axiomen 1.—7. bestehende
em Wege Axiomensystem widerspruchafrei ist.
ans den Obwohl diese Darlegungen nur die ersten Anfinge meiner Beweistheorie
? enthalten, }ilt sich aus ihnen doch die allgemeine Tendenz und Richtung
erkennen, in der die Neubegriindung der Mathematik geschehen soll. Zwei
Gesichtspunkte treten besonders dabei hervor.
( ' Erstens: Alles, was bisher die eigentliche Mathematik ausmacht, wird
j nunmehr streng formalisiert, so daB die eigentliche Mathematik oder die Mathe-
{ matik in engerem Sinne zu einem Bestande an beweisbaren Formeln wird.
: Die Formeln dieses Bestandes unterscheiden sich von den gewthnlichen For-
¥ meln der Mathematik nur dadurch, daB aufler den mathematischen Zeichen
noch das Zeichen —, das Allzeichen und die Zeichen fiir Aussagen darin vor-
kommen. Dieser Umstand entspricht einer seit langem! von mir vertretenen
1 anderes Uberzengung, daB wegen der engen Verkniipfung und Untrennbarkeit arith-
E:rlg:“? metischer und logischer Wahrheiten ein simultaner Aufbau der Arithmetilk 4
alent gﬁr und formalen Logik notwendig ist. .
sen Fin. ; Zweitens: Zu dieser eigentlichen Mathematik kommt eine gewissermaBen ‘ E
b und be. ¢ nete Mathematik, eine Metamathematik, hinzu, die zur Sicherung jener B
b kommt dient, indem sie sie vor dem Terror der unnétigen Verbote sowie der Not der %

- Paradoxien schiitzt. In dieser Metamathematik kommt — im Gegensatz zu Co :
;tenId{t_:‘n:]E, i den rein formalen Schluliweisen der eigentlichen Mathematik — das inhalt- E
v Slak liche SchlieBen zur Anwendung, und zwar zum Nechweis der Widerspruchs- B
sstheorie : freiheit der Axiome.

*deutung l Die Entwicklung der mathematischen Wissenschaft geschieht hiernach
lie dasia { bestindig wechselnd auf sweierlei Art: durch Gewinnung neuer ,beweis-

wir iiber 1 Vgl. meinen Vortrag ,,Uber den Zehlbegrifi*, Jhar. dtsch. Math.-Ver. Bd. 8, 1800,
8. 180—184, abgadruckt als Anhang VI meiner ,,Grundlagen dar Geometria*.
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barer” Formeln aus den Axiomen mittels formalen SchlieBens und durch
Hinzufligung never Axiome nebst dem Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit
mittels inhaltlichen SchlieBens.

Den gewonnenen Prinzipien und soeben gekennzeichneten Tendenzen
folgend, gehen wir nun an die Aufgabe heran, die Neubegriindang der Mathe-
matik durchzufiihren.

Unser bisheriger Bestand an Axiomen sind lediglich die vorhin genann-
ten Axiome 1.—7. Diese Axiome sind rein arithmetischen Charakters; die
beweisbaren Formeln, die sich aus ihnen ergeben, bieten noch keinerlei Grund-
lage fiir die Theorie der reellen Zahl und machen sogar nur einen kleinen Teil
der Arithmetik ans. Ein Blick auf diese hisherigen Axiome 1.—7. zeigt uns,
dal darin nur solche Variable (kleine Inteinische Buchstaben ohne Leerstellen)
vorkommen, die Grundvariable sind. Aber bereits zur Begriindung der Arith-
metik reichen Axiome von solcher Art keineswegs dns. Vielmehr sind eine
Reihe von Axiomen notwendig, die variable Formeln (groBe lateinische Buch-
staben) enthalten, und zwar stellen wir zuniichst folgende zwei arithmetische
Axiome mit je einer variablen Formel auf: '

Aziom der mathematischen Gleichheit.
8. a=b—(4(a)> 4d(b)).
Aziom der vollstindigen Induktion.
9. (a){d(a) > A(a+ 1)) = {4(1) —(Z{D) = A (b))} .

Aullerdem bediirfen wir noch eines Bestandes solcher Axiome, die den
gewSholichen logiechen SchluBweisen entsprechen; es sind dies folgende
vier Axiome mit variablen Formeln:

Aziome des logischen Sc}:lieﬁéns.
10, 4> (B—4), ‘
1. {4—(4— B)}>(4d— B),
12. {A—+(B—>C)}->[B—>(A+C)},
I3, (B>C)>{(d—>B)>(4d->C0).
Ferner branchen wir noch zwei Axiome fiir die mathematische Ungleich-

heit, die uns als Aquivalent fiir gewisse bei inhaltlichen Uberlegungen un-
entbehrliche SchluBweisen dienen, nimlich die folgenden Axjome:

Axiome der mathematischen Ungleichheit.
14, gd=a—4d, .
15. (a=b—:—A}—t—{(a+b—>A)-—+A}.
Wie schon erwibhnt, bilden die Axiome 1.—7. nur einen Teil der zum
Aufbau notwendigen arithmetischen Axiome. Zu ihrer Vervollstindigung
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bedarf es vor allem der Einfithrung des logischen Funktionszeichens Z (ganze
rationale positive Zehl sein). Andererseits ist eine einschrinkende Abénde-
rung des Axioms 6. ndtig. Indem wir zugleich — am mit der iiblichen Schreib-
weise in Einklang zu kommen — statt des Funktionszeichens & (*) das
Zeichen * —1 gebrauchen, ferner die Axiome 2., 7. generalisieren bzw. er-
ginzen, dagegen die Axiome 3., 4., 5. ansschalten, weil sie nunmehr heweis-
bare Formeln werden, gelangen wir schliellich dazu, an Stelle der fritheren
Axiome 2.—7. die folgenden zu nehmen:

Arithmetische Axiome.
16. Z(1),
17. " Z(g) - Z(a + 1},
18. Z{a)—>(a 41— Z{a — 1)),
19, Z{a)—>(e+11),
20. (e+1)—1=a,
2. (a—-1)+1=a,
2. at+(+1=(+b+1,
23, a—(b+1)={(a—0b) —1.

Wenn wir dieses Axiomensystem 1., 8,—23. zugrunde legen?, so gelingt
es lediglich durch Anwendung unserer Regeln, d. h. auf dem formalen Wege,
den gesamten Bestand an Formeln und Sitzen der Arithmetik zu gewinnen.

Das erste nunmehr zu erstrebende wichtige Ziel ist es, fiir dieses Axiomen-
system 1.,8.—23. die Widerspruchsfreiheit zu beweisen. Dieser Beweis gelingt
in der Tat, und damit ist insbesondere die Schlulweise der vollstindigen
Induktion (Axiom 9.}, wie sie der Arithmetik charalkteristisch ist, gesichert?®.

Aber der wesentlichste Schritt bleibt noch zu tun fbrig, nimlich der
Nachweis der Anwendbarkeit des logischen Prinzips ,fertium non dafur”
in dem Sinne der Erleubnis, auch bei unendlichvielen Zahlen, Funkticnen
oder Funktionenfunktionen schliefen zu diirfen, dal eine Aussage entweder
fiir alle diese Zahlen, Funktionen bzw. Funktionenfunktionen gilt oder dall
notwendig unter ihnen eine Zahl, Funktion bzw. Funktionenfunktion vor-
kommt, fiir die die Aussage nicht gilt. Erst durch den Nachweis der An-
wendbarkeit dieses Prinzips ist die Begriindung der Theorie der reellen Zah-
len gelsistet und die Briicke zur Analysis und Mengenlehre geschlagen.

Dieser Nachweis gelingt nun im Sinne und auf Grund der dargelegten
Grundgedanken, indem ich gewisse Funktionenfunktionen * und « durch

1 Es muB noch ein Schema. der Einfithrung von Funktionen durch Relursionsglei-
chungen hinzugenommen werden. Anm. d. H.

! Wie sich herausgestellt hat, ist der erwihnte Bewsis nur bei AneschluB des Al-
zeichens und Ersetzung des Axioms 8. durch das Induktionsschema bindig. Anm. d. H.
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Aufstelling von Axiomensystemen einfiihre und die Widerspruchsfreiheit
dieser Axiomensysteme nachweisel.

* Das einfachste Beispiel einer dem dargelegten Zwecke dienenden Funk-
tionenfunktion ist die Funktionenfunlktion x(f), wo das Argument f eine
variable zahlentheoretische Funktion der Grundvariablen a ist, so dabD

Z@—>{f@+1~-1 - Z{fa))
gilt, und wo dann % (f) = 1 — 1 sein eoll, falls { fiir alle o den Wert 1 hat,
wilrend sonst x(f) das kleinste ganzzahlige Argument bedeuten soll, fiir
welches / nicht 1 ist. Das Axioménsystem fiir dieses » (f) lautet:

U (x(f) = 1—1)>(Z(a) > (@) = 1),

25. (x(h1-1)—>Zx(p,

26 (2(f) £ 1—1) = (f(=(f)) + 1),

2. Za—+{Z{x(f) — a)— f(x(f) — a) = 1].

In @hnlicher Weise liBt sich ein gewisses Paar zusammengehoriger Funk-
tionenfunktionen t und « einfithren, durch die die vollstindige Begriindung
der Theorie der reellen Zahlen und insbesondere der Nachweis der Existenz
der oberen Grenze fiir jede beliebige Menge reeller Zahlen méglich wird.

Zum SchluB dieser ersten Mitteilung méchte ich noch bemerken, daf
mich bei der Durchfihrung und Ausarbeitung der hier dargelegten Ideen
P. Berways aufs wesentlichste unterstiitzt hat.

! Hilbert nimmt hier Bezug auf seinen Ansatz zur Behandlung der transfiniten Funk-
tionen im Widerspruchafreiheitabeweis. Ea steht jedoch noch dahin, ob man auf diesem
Wege zu dem gewiinschten Ziel pelungen kann; vgl. hierzu 8. 210—213. Anm. d. H.
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