UBER EIN THEOREM VON HANS LAUCHLI

Lorenz Halbeisen

Abstract. Fir natiirliche Zahlen n sei P,, die folgende Aussage: Ist G ein unendlicher
Graph, all dessen endliche Teilgraphen n-farbbar sind, so ist auch G selber n-farbbar.
1961 hat MYCIELSKI gezeigt, dass P, (fiir beliebige n) aus dem Primidealtheorem
folgt. Umgekehrt gelang es LAUCHLI 1971 zu zeigen, dass das Primidealtheorem aus
P3 folgt, womit also fiir alle natiirlichen Zahlen m,n > 3 gilt: P,, < P,. Der Beweis,
den LAUCHLI gegeben hat, ist relativ kompliziert, und am Schluss seines Beweises
stellt er die Aufgabe, einen direkten Beweis fiir P3 = P4 zu finden (also ohne das
Primidealtheorem zu benutzen). Das Ziel dieses Artikels ist es nun, einen solchen

Beweis zu fuhren.

1 Farben von Graphen

Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten zusammen mit einer Menge
FE von Kanten zwischen den Knoten, d.h. E ist eine Menge von 2-elementigen Teilmengen
von V. Ist G = (V, E) ein Graph und A C V eine Menge von Knoten von G, so bezeichnet
G| 4 den Teilgraphen G = (A, E4) mit der Knotenmenge A und der Kantenmenge

Es= {{:E,y}::n,yeAund {z,y} € E}

Ein Graph G = (V, E) heisst n-farbbar falls es eine Farbung F : V' — {1,...,n} gibt, so
dass fiir alle Kanten {z,y} € E gilt: F(z) # F(y). Als Beispiele fiir 3-fairbbare Graphen
schauen wir uns die folgenden drei speziellen Graphen an, die spéter eine wesentliche Rolle
spielen und die wir mit den “Farben” grau (g), schwarz (s) und weiss (w) farben werden:
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xx-Graph zxy-Graph xyz-Graph

Da jeder der drei Graphen ein Dreieck enthalt, ist keiner dieser Graphen 2-farbbar. An-
dererseits sind, wie man sich leicht iiberzeugt, alle drei Graphen 3-farbbar. Weiter sehen
wir, dass die Graphen folgende Eigenschaften haben:



e Bei jeder 3-Farbung des xz-Graphen haben die beiden mit = bezeichneten Knoten
dieselbe Farbe. Wird also z.B. einer der beiden Knoten x mit w gefarbt, so wird bei
einer 3-Farbung auch der andere Knoten x mit w gefarbt.

e Werden bei einer 3-Férbung des zzy-Graphen die beiden mit x bezeichneten Knoten
mit derselben Farbe geféarbt, so hat auch der Knoten y diese Farbe. Werden also z.B.
die mit z bezeichneten Knoten mit s gefarbt, so wird bei einer 3-Farbung auch der
Knoten y mit s geférbt.

e Bei einer 3-Farbung des xyz-Graphen kénnen die Knoten x,y,z nicht alle mit s
gefarbt werden, da sonst wegen der Eigenschaft des xzy-Graphen auch die beiden
Knoten s und ¢ mit s gefarbt wiirden, was aber der Definition einer 3-Farbung
widerspricht. Werden also z.B. die Knoten z und y mit s geférbt, so kann bei einer
3-Farbung der Knoten z nicht mit s gefarbt werden.

BEMERKUNG: An dieser Stelle sei erwdhnt, dass der zyz-Graph von STOCKMEYER [4]
benutzt wurde um zu zeigen, dass das Problem der 3-Farbbarkeit eines endlichen Graphen
NP-vollstandig ist, bzw. dass es im Wesentlichen gleich schwierig ist wie das sogenannte
3-SAT-Problem.

Kommen wir nun zu LAUCHLIs Theorem, bzw. zur Aussage P,, (fir natiirliche Zahlen n):

P,: Ist G = (V, E) ein unendlicher Graph, so dass fiir alle endlichen Teil-
mengen A C V der Graph G| 4 n-farbbar ist, so ist auch G selber n-farbbar.

MYCIELSKI [3] hat gezeigt, dass P, (fiir beliebige n) aus dem Primidealtheorem folgt,
wobei das Primidealtheorem eine abgeschwachte Form des Auswahlaxioms ist. Umgekehrt
gelang es LAUCHLI [2] zu zeigen, dass das Primidealtheorem aus P3 folgt, womit also fiir
alle nattirlichen Zahlen m,n > 3 gilt: P,, < P,,. Der Beweis, den LAUCHLI gegeben hat,
ist relativ kompliziert, und am Schluss seines Beweises stellt er die Aufgabe, einen direkten
Beweis fiir P3 = P4 zu finden. Im néchsten Abschnitt 16sen wir nun diese Aufgabe indem
wir die Implikation P3 = P,, (fiir n > 2) direkt beweisen. Die Hauptideen unseres Beweises
sind im Wesentlichen dieselben wie in COWEN [1, Theorem 4], der LAUCHLIs Theorem
mit Hilfe des xyz-Graphen gezeigt hat, ausser dass unser Ziel nicht die Herleitung des
Primidealtheorems aus Pj3 ist, sondern direkt die Aussage P,,, ohne das Primidealtheorem
zu erwahnen.

2 P3;=P, fir alle n > 2

Um die Implikation P3 = Py zu zeigen nehmen wir einen beliebigen Graphen G = (V, E),
all dessen endliche Teilgraphen 2-farbbar sind, und zeigen, dass unter der Annahme P3 der



ganze Graph G 2-farbbar ist. Dazu fiigen wir zu V einen weiteren Knoten z hinzu und
erweitern die Kantenmenge E mit den Kanten {{z,z} : 2 € V}. Der so erhaltene Graph
G, hat die Eigenschaft, dass jeder endliche Teilgraph 3-farbbar ist. Mit Pg3 ist also der
ganze Graph G, 3-farbbar. Da nun jede 3-Farbung von G, eine 2-Farbung von G ist, ist
G 2-farbbar, und weil G beliebig war, erhalten wir Ps.

Um die Implikation P3 = P, (fiir n > 3) zu zeigen, miissen wir etwas weiter ausholen:
Sei G = (V, E) ein unendlicher Graph (d.h. V ist unendlich), so dass fiir alle endlichen
Teilmengen A C V der Graph G|4 n-farbbar ist. Mit Hilfe von P3 zeigen wir, dass auch
G selber n-farbbar ist. Dazu konstruieren wir aus G zuerst einen Graphen G3, und zeigen
mit Pg, dass dieser Graph 3-farbbar ist. Mit einer 3-Farbbung von G3 konstruieren wir
schliesslich eine n-Farbbung von G.

Zuerst konstruieren wir also den Graphen G3 = (V3, F3): Dazu sei S die Menge aller
Funktionen f : V — {1,...,n}. Die Menge S kann aufgefasst werden als die Menge
aller moglichen Farbungen der Knotenmenge V' mit n Farben. Wir betrachten nun jede
Teilmenge v C S als einen Knoten in Vj:

{u:uQS}QVg

Nun fiigen wir erste Kanten hinzu, indem wir jeden Knoten u C S mit seinem Komplement
@ := S\ u verbinden:
{{u,ﬂ} cu C S} C E3

(O—®

Weiter zeichnen wir einen Graphen, der aus drei Knoten und drei Kanten besteht; die
Knoten dieses Graphen firben wir mit den drei “Farben” grau (g), schwarz (s) und
weiss (w):

{{g7 3}7 {s,w}, {w7g}} C B3

Fundamentaldreieck

Vom grauen Knoten des Fundamentaldreiecks ziehen wir nun Kanten zu jedem Knoten
u C S
{{g.u} :uC S} C By



Fiir jedes u C S (bzw. u € S) enthélt G5 somit folgenden Teilgraphen:

uu-Graph

Wird dieser Teilgraph mit unseren drei Farben gefirbt, so wird einer der Knoten u,u
schwarz und der andere weiss gefarbt.

Weiter fiigen wir fiir jeweils zwei verschiedene Mengen u,v C S einen zyz-Graphen an,
wobei wir den schwarz gefarbten Knoten mit dem schwarz gefarbten Knoten des Funda-
mentaldreiecks identifizieren:
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w0 unv-Graph

Wird dieser Graph mit unseren drei Farben gefarbt, so haben, wegen der Eigenschaft des
xyz-Graphen, nicht alle drei Knoten @, v, uNv die Farbe schwarz. Andererseits werden die
Knoten @, v, u Nv, weil @, v,u Nv Teilmengen von S sind, durch die uu-Graphen entweder
mit schwarz oder weiss gefarbt. Somit wird bei einer 3-Farbung des ganzen Graphen Gg
mindestens einer der Knoten @, v, u N v weiss gefarbt.

Im letzten Schritt der Konstruktion von Gg fiigen wir xa-Graphen hinzu, die erzwingen,
dass bei einer 3-Farbbung von G3 gewisse Knoten v C S weiss gefarbt werden. Dazu
definieren wir fiir Teilmengen A C V die Menge x4 als die Menge aller Farbungen f € 5,
so dass die Einschréankung von f auf A eine n-Farbung von G|4 ist; mit anderen Worten:

x4 :={f €S : f|aist eine n-Farbung von G|4}

Weil nach Voraussetzung jeder endliche Teilgraph von G n-farbbar ist, gilt fiir jede endliche
Teilmenge A C V, bezeichnet mit A € fin(V'), dass die Menge x 4 nicht leer ist. Insbeson-
dere haben wir xyy = S. Weiter gilt fiir alle endlichen Teilmengen A, B € fin(V),

XA M XB = XAUB -



Nun betrachten wir die Menge #  aller Knoten u C S, fiir die ein A € fin(V') existiert mit
x4 C u, d.h.
W i={uCS:3Aecfin(V)(xa Cu)}.

Fiir jede Menge u € # fiigen wir einen zz-Graphen an, wobei wir den weiss gefarbten
Knoten mit dem weiss gefarbten Knoten des Fundamentaldreiecks identifizieren:

wu-Graph

Dieser letzte Schritt schliesst die Konstruktion des Graphen Gs = (V3, E3) ab und der
Graph G5 besteht somit aus dem Fundamentaldreieck, den uwa-Graphen (fir u C S), den
uvunv-Graphen (fir u,v C 5), sowie den wu-Graphen (fir u € #).

Wir zeigen nun, dass der Graph G3 3-farbbar ist. Mit P3 gentigt es zu zeigen, dass jeder
endliche Teilgraph von Gj3 3-farbbar ist. Dazu betrachten wir zuerst die Knoten u € #'.
Diese haben wegen den wu-Graphen alle die Farbe weiss. Wegen den uu-Graphen haben
dann alle Knoten @ mit v € # die Farbe schwarz. Schliesslich kénnen wegen den uvunv-
Graphen nicht alle drei Knoten @, v, u N v die Farbe schwarz haben. Das heisst, falls
u,v € # (d.h. u,v schwarz geférbt), so muss u N v weiss gefarbt werden (weil unwv C S
kann u N v nicht grau gefirbt werden). Diese Bedingungen sind von den Knoten aus %
erfiillt:

(a) Ist w € #, dann ist u ¢ #'.

(b) Sind u,v € #', dann ist auch uNwv € #.

zu (a): Ist u € #/, so existiert ein A € fin(V) mit x4 C u. Wére nun @ auch in #, so gibe
es ein B € fin(V) mit xp C u. Dann ware

XAuB =XANXB Cunu=10

was aber nicht sein kann, da A U B eine endliche Teilmenge von V ist und somit xaup
nicht leer ist.



zu (b): Seien u,v € #, und seien A, B € fin(V) so, dass x4 € u und xp C v. Dann ist
xaup CuNw,alsounuve?.

Nun zeigen wir, dass jeder endliche Teilgraph von G3 3-farbbar ist. Dazu nehmen wir
irgend eine endliche Teilmenge A € fin(V3). Indem wir die Menge A erweitern diirfen wir
annehmen, dass mit jedem Knoten u C .S der in A ist auch @ in A ist. Fir

W o= {ﬂ tu € 7/}
betrachten wir folgende beiden Teilmengen von A:

{ug,...,um}y = ANW

{or, ... 00} = (An{v:vCSH\ (P UW)
Die Menge {uq,...,un} sind diejenigen Knoten aus A die zwingend weiss gefarbt werden,
und die Menge {v1,...,v,} sind diejenigen Knoten aus A, die Teilmengen von S sind und
deren Farbe noch nicht festgelegt ist. Da {ui,...,u,} eine endliche Teilmenge von #

ist, folgt aus den Eigenschaften von %/, dass auch (", u; in # ist. Es gilt sogar, weil
V unendlich ist, dass ();-; u; eine unendliche Menge ist. Nun firben wir v; wie folgt:
Ist v1 N ﬂ;ll u; unendlich, so farben wir v; weiss, andernfalls ist v; N ﬂf;l u; unendlich
und wir farben v; weiss. Fiir vy betrachten wir, im Fall dass v; weiss gefiarbt wurde, die
Mengen vo Nv1 N ﬂ:’il u; und U9 Nvy N ﬂ;il u;, wobei wieder mindestens eine dieser Mengen
unendlich ist und wir das entsprechende vy oder v5 weiss farben. Wurde vy weiss geférbt,
so betrachten wir die Mengen vo N1 N ()%, u; und T2 N1 N ()%, ;. Analog gehen wir
vor fiir vg,...,v,. Diese Farbung lésst sich dann zu einer 3-Farbung von G3|4 erweitern,
womit gezeigt ist, dass jeder endliche Teilgraph von G3 3-farbbar ist. Mit Pj3 ist also der
ganze Graph Gg 3-farbbar.

Im letzten Schritt konstruieren wir aus einer 3-Farbung F' von G3 eine n-Farbung von G.
Sei also F': V3 — {g,s,w} eine 3-Farbung von G3. Fiir x € V und i € {1,...,n} sei

Uz i={feS: flz)=1i}.

Dann ist |J;_; uz; = S und fir ¢ # ¢ gilt uz; Nuy = 0. Damit erhalten wir fiir jedes

ie{l,...,n}, ﬂm-:{fGS:f(:E)#i}, d.h.

Uy = U Ug,j -

J#i

Weil u,; C S, erhalten wir mit der Farbung F fiir jedes ¢ € {1,...,n}, dass entweder u, ;
oder @, ; weiss gefarbt ist. Weiter gilt fiir ¢ # 4/, dass nicht beide Knoten v, ; und @, ; weiss
gefarbt sein konnen, da sonst auch () weiss gefirbt wére, was aber nicht sein kann da S € %
und somit () € #. Daraus folgt, dass es hochstens ein i, € {1,...,n} gibt, so dass Ug iy
durch die Farbung F weiss gefarbt ist. Andererseits lisst sich mit dhnlichen Uberlegungen



zeigen, dass es mindestens ein i, € {1,...,n} geben muss, so dass u, ;, durch die Farbung
F weiss gefarbt ist. Somit gibt es fiir jedes x € V' genau ein i, € {1,...,n}, so dass uy,,
durch die Farbung F weiss gefarbt ist.

Fiir jeden Knoten € V sei nun i, € {1,...,n} so, dass gilt:
F(umz) =w
Die daraus abgeleitete Farbung
v: Vo= {l,...,n}
T Iy

der Knotenmenge V' ist dann eine Farbung von G = (V, E) mit n Farben, so dass nach
Konstruktion die Einschrankung der Farbung ~ auf einen endlichen Teilgraphen von G
eine n-Farbung des Teilgraphen ist. Somit ist 7 eine n-Férbung von G, d.h. der Graph G
ist n-farbbar, was zu zeigen war.
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