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Kombinatorik, insbesondere unendli
he Kombinatorik, ist ein fa
ettenrei
hes Ge-

biet der Mathematik, wel
hes s
hwierig zu de�nieren ist. Wir wollen trotzdem ver-

su
hen, eine De�nition von Kombinatorik zu geben. Diese ist hinrei
hend für das

Weitere.

Kombinatorik ist das Gebiet der Mathematik wel
hes Mengen von Ob-

jekten mit gewissen Eigens
haften untersu
ht, wobei im Speziellen da-

na
h gefragt wird, wie gross oder wie klein sol
he Mengen sein können.

Die folgenden fünf Aussagen werden vers
hiedene Aspekte der unendli
hen Kombi-

natorik illustrieren, wel
he in der vorgelegten Arbeit eine Rolle spielen. Zuerst sollen

jedo
h eine Anzahl Grundbegri�e erklärt werden.

Axiome sind die elementaren Bausteine einer mathematis
hen Theorie. Ein Axi-

om ist eine Aussage, die ni
ht aus den übrigen Axiomen derselben Theorie folgt.

Zum Beispiel ist die Aussage �dur
h zwei vers
hiedene Punkte der Ebene geht ge-

nau eine Gerade� ein Axiom der Geometrie Euklids; oder �für jede natürli
he Zahl

n gilt: n + 0 = n� ist ein Axiom der Arithmetik, wobei man unter den natürli
hen

Zahlen die Zahlen 0; 1; 2; : : : versteht. Eine Menge von Axiomen nennt man Axiomen-

system. Ein Axiomensystem heisst widerspru
hsfrei wenn aus ihm kein Widerspru
h

hergeleitet werden kann. Es lässt si
h zeigen, dass aus einer ni
ht widerspru
hsfreien

Menge von Aussagen (oder Axiomen) jede beliebige Aussage hergeleitet werden kann.

Widerspru
hsvolle Aussagenmengen sind also nutzlos. Zu zeigen, dass ein Axiomen-

system widerspru
hsfrei ist, ist im Allgemeinen unmögli
h. Denno
h nimmt man an,

dass zum Beispiel die Arithmetik widerspru
hsfrei ist, denn in den letzten mehr als

dreitausend Jahren ist no
h kein Widerspru
h beim Re
hnen mit natürli
hen Zahlen

aufgetreten. Mit Gödels Vollständigkeitssatz gilt au
h: ein Axiomensystem ist genau

dann widerspru
hsfrei, wenn es ein mathematis
hes oder reales Modell dafür gibt. Ein

Modell der Euklids
hen Geometrie wäre zum Beispiel der dreidimensionale Raum, so

wie man si
h ihn vorstellt; und ein Modell der Arithmetik sind die natürli
hen Zahlen.



lorenz halbeisen Autor-Referat 2

Eine Aussage heisst konsistent mit einem widerspru
hsfreien Axiomensystem, wenn

die Aussage aus dem Axiomensystem folgt, oder wenn das um die Aussage erweiterte

Axiomensystem widerspru
hsfrei bleibt. Ferner ist eine Aussage unabhängig von ei-

nem Axiomensystem, wenn weder die Aussage no
h ihre Negation aus dem Axiomen-

system herleitbar ist. Zum Beispiel war lange unklar, ob si
h das Parallelenaxiom, das

besagt, dass si
h zwei Parallelen nie s
hneiden, aus den übrigen Axiomen der Geome-

trie von Euklid herleiten lässt. Im neunzehnten Jahrhundert konnte man aber zeigen,

dass das Parallelenaxiom von den übrigen Axiomen der Geometrie unabhängig ist.

Das erste Beispiel zur Illustration der unendli
hen Kombinatorik stammt aus der

Graphentheorie:

Aussage 1 (Königs Lemma). Ein sogenannter Graph besteht aus Knoten und Verbin-

dungslinien zwis
hen Knoten, wel
he Kanten genannt werden. Typis
he Beispiele für

Graphen sind Strassennetze, wobei die Kreuzungen den Knoten und die Strassenab-

s
hnitte zwis
hen Kreuzungen den Kanten entspre
hen. Andere Beispiele für Graphen

sind Bäume, wobei die Verästelungen den Knoten und die dazwis
henliegenden Ast-

abs
hnitte den Kanten entspre
hen. Ein Graph ist unendli
h, wenn er unendli
h viele

Knoten enthält, und er ist endli
h verzweigend, wenn von jedem Knoten nur end-

li
h viele Kanten ausgehen. Königs Lemma [8, VI, �2, Satz 6℄ besagt nun, dass ein

unendli
her Baum, der endli
h verzweigend ist, immer einen unendli
h langen Ast

besitzt.

Obwohl dieser Sa
hverhalt einleu
htend ist, lässt si
h Königs Lemma ni
ht ohne

Hilfe einer s
hwa
hen Form des Auswahlaxioms beweisen. Das volle Auswahlaxiom

besagt, dass es für jede Familie von ni
ht-leeren Mengen eine Funktion gibt, die aus

jeder Menge eines ihrer Elemente auswählt. Wenn wir zum Beispiel unendli
h viele

Paar S
huhe haben, so können wir aus jedem Paar S
huhe den linken S
huh aus-

wählen, aber wenn wir anstelle der S
huhe unendli
h viele Paar So
ken nehmen, so

können wir ohne die Hilfe des Auswahlaxioms ni
ht mehr aus jedem Paar So
ken

einen auswählen. Dies liegt daran, dass wir kein direktes Auswahlkriterium (es gibt

keine linken So
ken) haben und somit der Auswahlprozess unendli
h lange dauern

würde. Es ist ni
ht s
hwierig zu zeigen, dass Königs Lemma aus dem Auswahlaxiom

folgt. Andererseits ist Königs Lemma äquivalent zu einer s
hwa
hen Form des Aus-

wahlaxioms (siehe [7, Form10℄). Es ist bekannt, dass ni
ht nur das Auswahlaxiom,

sondern au
h Königs Lemma und viele andere abges
hwä
hte Versionen des Auswahl-

axioms unabhängig sind vom sogenannten Zermelo-Fraenkels
hen Axiomensystem der

Mengenlehre, abgekürzt ZF. Im Folgenden nehmen wir immer an, dass das Axiomen-

system ZF wiederspru
hsfrei ist. Das Axiomensystem ZF besteht aus a
ht Axiomen.

Eines davon ist zum Beispiel das Unendli
hkeitsaxiom, wel
hes besagt, dass es un-

endli
he Mengen gibt. Da Königs Lemma unabhängig ist vom Zermelo-Fraenkels
hen
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Axiomensystem ZF, gibt es also sowohl Modelle vom Axiomensystem ZF, das heisst

Modelle der Mengenlehre, in wel
hen Königs Lemma wahr ist, wie au
h Modelle in

wel
hen Königs Lemma fals
h ist. Wir sehen also, dass sogar sol
h ein grundlegen-

des kombinatoris
hes Resultat wie Königs Lemma mit den Axiomen aus ZF weder

bewiesen no
h widerlegt werden kann.

Dieses erste Beispiel zeigt, dass, abhängig vom zugrunde gelegten Modell der Men-

genlehre, Objekte gewisse Eigens
haften haben oder ni
ht.

Das Axiomensystem der Mengenlehre, das im Folgenden betra
htet wird, ist das

Axiomensystem ZF zusammen mit dem Auswahlaxiom, und das gesamte Axiomen-

system wird mit ZFC bezei
hnet, wobei C für �
hoi
e� steht.

Wie bereits oben erwähnt versteht man unter den natürli
hen Zahlen die Zahlen

0; 1; 2; : : : . Im Folgenden werden immer wieder die natürli
hen Zahlen, oder gewisse

Mengen natürli
her Zahlen, mit zwei Farben gefärbt, und es wird untersu
ht ob es

eine �grosse� mono
hromatis
he (d.h. einfärbige) Menge gibt. Eine Färbung mit zwei

Farben nennt man au
h eine 2-Färbung. Eine 2-Färbung der natürli
hen Zahlen mit

rot und blau ist zum Beispiel die Färbung, wo n rot ist, wenn n eine Primzahl ist.

Bezügli
h dieser Färbung �ndet si
h sowohl eine unendli
he mono
hromatis
h rote wie

au
h eine unendli
he mono
hromatis
h blaue Menge natürli
her Zahlen. Betra
htet

man zum Beispiel die 2-Färbung der 2-elementigen Mengen natürli
her Zahlen mit

rot und blau, wo das Paar fn; n + 2g rot ist, wenn beide Zahlen Primzahlen sind

(z.B. sind die Paare f3; 5g, f5; 7g, f11; 13g, f17; 19g alle rot), so weiss man ni
ht, ob

die Menge der roten Paare unendli
h ist.

Das nä
hste Beispiel ist aus dem Gebiet der Extremalkombinatorik und illustriert

den zweiten Teil unserer De�nition: �wie gross oder wie klein Mengen von Objekten

mit gewissen Eigens
haften sein können�. Ein typis
hes Beispiel aus der Extremal-

kombinatorik ist die Frage, wieviele Personen an einer Party anwesend sein müssen,

damit wir si
her drei Personen �nden, die si
h alle gegenseitig kennen, oder alle ge-

genseitig ni
ht kennen.

Aussage 2. Eine Menge von unendli
hen Mengen natürli
her Zahlen heisst aus-

s
höpfend (engl. reaping) wenn es für jede 2-Färbung der natürli
hen Zahlen eine

mono
hromatis
he Menge aus dieser Menge gibt. Die sogenannte Auss
höpfungszahl

(engl. reaping number) r ist die minimale Grösse einer auss
höpfenden Menge. Nun

ergibt si
h die Frage: Wie gross ist die Auss
höpfungszahl r ?

Um diese Frage zu beantworten, muss zuerst der Kardinalzahlbegri� eingeführt

werden. Kardinalzahlen, oder Kardinalitäten, messen die Grösse von Mengen. Zwei

Mengen sind glei
h gross, wenn sie dieselbe Kardinalität haben. Zum Beispiel sind

alle natürli
hen Zahlen au
h Kardinalzahlen (z.B. ist 1 die Kardinalität einer Menge,

die genau ein Element enthält). Kardinalzahlen können aber au
h unendli
h sein.
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Die kleinste unendli
he Kardinalzahl ist die Kardinalität der Mengen, die abgezählt

werden können aber ni
ht endli
h sind. O�ensi
htli
h ist die Menge der natürli
hen

Zahlen von dieser Kardinalität. Aber au
h die Menge der rationalen Zahlen, das heisst

Zahlen der Form p=q, wobei p und q 6= 0 ganze Zahlen sind, ist abzählbar und so

ebenfalls von der kleinsten unendli
hen Kardinalität. Georg Cantor hat gezeigt, dass

die reellen Zahlen ni
ht abgezählt werden können, was bedeutet, dass die Kardinalität

der Menge der reellen Zahlen überabzählbar ist. Da die Menge der reellen Zahlen au
h

das �Continuum� genannt wird, bezei
hnet man die Kardinalität der reellen Zahlen

mit 
.

Zurü
k zur Frage wie gross die Auss
höpfungszahl r ist: Es lässt si
h einfa
h zeigen,

dass r ni
ht abzählbar sein kann und dass stehts r � 
 gilt. Wenn wir die Continu-

umshypothese annehmen, die besagt, dass jede überabzählbare Menge mindestens so

gross ist, wie die Menge der reellen Zahlen, so ist r = 
. Andererseits kann mit Paul

Cohens sogenannter For
ing Te
hnik gezeigt werden, dass diese Aussage unabhängig

ist von ZFC. Mit anderen Worten, mit den Axiomen ZFC alleine lässt si
h weder ent-

s
heiden, ob r glei
h 
 ist, oder ob r e
ht kleiner als 
 ist. Die For
ing Te
hnik ist eine

ra�nierte Methode um sol
he und andere Unabhängigkeitsresultate zu errei
hen.

Dieses zweite Beispiel zeigt, dass wir � abhängig vom zugrunde gelegten Modell

der Mengenlehre � vers
hiedene Antworten, auf die Frage �wie gross oder wie klein

Mengen von Objekten mit gewissen Eigens
haften sein können�, erhalten.

Ein anderes Gebiet der Kombinatorik ist die sogenannte Ramsey Theorie. Weil

viele Resultate der vorliegenden Arbeit �Partitions-Versionen� von klassis
hen Theo-

remen aus der Ramsey Theorie sind, mö
hte i
h eine kurze Bes
hreibung der Ramsey

Theorie geben.

Grob gespro
hen ist die Ramsey Theorie das Gebiet der Kombinatorik, wel
hes

Strukturen untersu
ht, die erhalten bleiben wenn man die Grundmenge färbt oder

partitioniert. Zum Beispiel das Theorem von van der Waerden: Färbt man die na-

türli
hen Zahlen mit endli
h vielen Farben, so �ndet man immer beliebig lange mo-

no
hromatis
he arithmetis
he Folgen (eine arithmetis
he Folge der Länge vier ist

z.B. 23; 26; 29; 32). Oder ein anderes Resultat sagt, dass wenn alle Punkte der Ebene

mit endli
h vielen Farben gefärbt werden, dann gibt es immer drei mono
hromatis
he

Punkte, die ein re
htwinkliges Dreie
k der Flä
he eins bilden. Au
h das obengenann-

te Partyproblem ist ein typis
hes Beispiel aus der Ramsey Theorie, und es lässt si
h

einfa
h zeigen, dass mindestens se
hs Personen eingeladen werden müssen. Auf die

Frage, wieviele Personen mindestens eingeladen werden müssen, um si
herzustellen,

dass mindestens fünf Personen darunter sind, die si
h alle gegenseitig kennen oder

alle gegenseitig ni
ht kennen, ist die Antwort jedo
h no
h immer unbekannt. Es wird

aber vermutet, dass mindestens 43 Personen eingeladen werden müssen (siehe [10℄).

Si
herli
h das berühmteste Resultat der Ramsey Theorie ist Ramseys Theorem.
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Das folgende Beispiel ist eine lei
ht vereinfa
hte Version des Ramsey Theorems [11,

Theorem A℄:

Aussage 3 (Ramsey Theorem). Werden alle 2-elementigen Mengen natürli
her Zahlen

mit zwei Farben gefärbt, so gibt es immer eine unendli
he Menge natürli
her Zahlen,

so dass all deren 2-elementigen Teilmengen dieselbe Farbe haben.

Aus dem Ramsey Theorem folgt zum Beispiel, dass wenn man alle Paare natür-

li
her Zahlen mit den zwei Farben rot und blau färbt, und zwar so, dass fn;mg rot

ist, wenn 2 �n �m+1 eine Primzahl ist, und blau sonst, so �ndet man eine unendli
he

Menge natürli
her Zahlen, so dass all deren 2-elementigen Teilmengen dieselbe Farbe

haben. Mit anderen Worten, entweder gilt für jedes Paar fn;mg aus dieser Menge,

dass 2 �n �m+1 eine Primzahl ist, oder keine der Zahlen 2 �n �m+1 ist eine Primzahl.

Das Ramsey Theorem hat Anwendungen in den vers
hiedensten Gebieten der

Mathematik, wie zum Beispiel der Bana
hraumtheorie (siehe [9℄ oder [5℄), oder der

Mengenlehre ohne Auswahlaxiom (siehe z.B. [6, Proposition 7.3.1℄).

Wenn die zu färbenden Objekte unendli
h sind, kann man ni
ht mehr damit re
h-

nen, grosse homogene mono
hromatis
he Strukturen zu �nden. Man kann aber un-

tersu
hen, wel
he Färbungen sol
he Strukturen erzeugen. Dieses Vorgehen illustriert

folgendes Beispiel.

Aussage 4 (Ramsey Eigens
haft). Eine 2-Färbung aller unendli
hen Mengen natürli-


her Zahlen hat die Ramsey Eigens
haft, wenn es eine unendli
he Menge natürli
her

Zahlen gibt, so dass all deren unendli
hen Teilmengen dieselbe Farbe haben.

Mit Hilfe des Auswahlaxioms kann man eine 2-Färbung der unendli
hen Mengen

natürli
her Zahlen de�nieren, wel
he ni
ht die Ramsey Eigens
haft hat. Andererseits

ist es konsistent mit dem Axiomensystem ZF, dass alle 2-Färbungen die Ramsey

Eigens
haft haben.

Kehren wir no
hmals zum Ramsey Theorem zurü
k, wel
hes besagt, dass es für

jede 2-Färbung der 2-elementigen Mengen natürli
her Zahlen eine unendli
he Menge

natürli
her Zahlen gibt, so dass all deren 2-elementigen Mengen dieselbe Farbe haben.

Das Ramsey Theorem sagt ni
hts darüber aus, wo diese unendli
he mono
hromatis
he

Menge liegt. Von einem kombinatoris
hen Gesi
htspunkt aus gesehen wäre es zum

Beispiel nützli
h, wenn es einen Ultra�lter geben würde, so dass man für jede 2-

Färbung eine mono
hromatis
he Menge im Ultra�lter �nden würde.

Ein Ultra�lter ist eine Mengen von unendli
hen Mengen natürli
her Zahlen, wel-


he folgendes erfüllt: Mit zwei Mengen aus dem Ultra�lter ist au
h deren Dur
hs
hnitt

im Ultra�lter; und für jede Menge natürli
her Zahlen ist entweder die Menge oder ihr

Komplement im Ultra�lter. Ultra�lter enthalten also grob gespro
hen nur etwa die
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Hälfte der Mengen natürli
her Zahlen und haben s
höne kombinatoris
he Eigens
haf-

ten. Allerdings lässt si
h kein einziger Ultra�lter direkt angeben und ihre Existenz ist

nur mit Hilfe des Auswahlaxioms gesi
hert.

Wenn man nun verlangt, dass man für jede 2-Färbung der 2-elementigen Men-

gen natürli
her Zahlen eine mono
hromatis
he Menge in einem gegebenen Ultra�lter

�ndet, so führt dies zu Folgendem:

Aussage 5 (Ramsey Ultra�lter). Ein Ultra�lter U heisst Ramsey Ultra�lter wenn

es für jede 2-Färbung der 2-elementigen Mengen natürli
her Zahlen eine unendli
he

Menge natürli
her Zahlen gibt die in U liegt, und deren 2-elementigen Teilmengen

alle dieselbe Farbe haben.

Es kann gezeigt werden, dass die Continuumshypothese die Existenz von Ramsey

Ultra�ltern impliziert. Andererseits ist es konsistent mit dem Axiomensystem ZFC,

dass es keinen einzigen Ramsey Ultra�lter gibt. Ramsey Ultra�lter, zusammen mit

dem sogenannten Mathias For
ing, spielen eine zentrale Rolle in der Untersu
hung der

Ramsey Eigens
haft, und das s
höne Zusammenspiel von Ramsey Ultra�ltern, Mathi-

as For
ing und der Ramsey Eigens
haft war einer der Gründe um die entspre
hende

Theorie für Partitionen zu untersu
hen.

❀ ❀ ❀

Das Ziel der vorgelegten Arbeit ist, die kombinatoris
hen Eigens
haften von Men-

gen von Partitionen zu untersu
hen, wobei wir uns an die oben aufgeführten Beispiele

halten. Bevor i
h auf die einzelnen Resultate näher eingehe, mö
hte i
h kurz etwas

zur Motivation sagen.

In den Aussagen 2�5 kommen immer wieder Mengen (oder Mengen von Mengen)

natürli
her Zahlen vor. Anstelle von Mengen natürli
her Zahlen könnten wir au
h

Partitionen der natürli
hen Zahlen betra
hten, wobei eine Partition der natürli
hen

Zahlen eine Menge von paarweise fremden (disjunkten) Mengen natürli
her Zahlen

ist, wel
he die Menge aller natürli
hen Zahlen überde
kt. Wenn wir anstelle der na-

türli
hen Zahlen an einen Ku
hen denken, den wir in Stü
ke s
hneiden, so bilden die

Ku
henstü
ke eine Partition des Ku
hens (denn sie übers
hneiden si
h ni
ht und alle

Stü
ke zusammen ergeben den ganzen Ku
hen). Von einem abstrakten Standpunkt

aus gesehen sind die Partitionen der natürli
hen Zahlen dual zu den Mengen natürli-


her Zahlen. Zum Beispiel entspre
hen den endli
hen Mengen natürli
her Zahlen die

Partitionen, die nur endli
h viele Teile haben. Ferner entspre
hen �kleineren� Mengen

�gröbere� Partitionen. Es ist deshalb naheliegend zu versu
hen, die kombinatoris
hen
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Eigens
haften von Mengen natürli
her Zahlen zu �dualisieren�, das heisst auf Par-

titionen der natürli
hen Zahlen zu übertragen, was in der vorgelegten Arbeit getan

wird. Auf den ersten Bli
k mag das re
ht einfa
h und symmetris
h ers
heinen, aber

je tiefer man in die Theorie eindringt, desto mehr sieht man die Unters
hiede und die

Asymmetrien und es überras
ht immer wieder, wie vers
hieden si
h Partitionen und

Teilmengen verhalten.

Die Habilitationss
hrift ist eine kumulative Habilitationss
hrift und besteht im

Wesentli
hen aus den Arbeiten [1℄, [2℄, [3℄ und [4℄ (wobei i
h aus der Gemeins
hafts-

arbeit [4℄ nur meine eigenen Resultate einbezogen habe), die alle in beguta
hteten

Zeits
hriften ers
hienen sind. Um die Habilitationss
hrift kohärenter und lesbarer zu

ma
hen, habe i
h die einzelnen Arbeiten an man
hen Stellen etwas modi�ziert (zum

Beispiel die Notation aufeinander abgestimmt). Im Folgenden mö
hte i
h skizzieren,

wie die Arbeit aufgebaut ist:

Zu Beginn wird die Terminologie und ein paar grundlegende De�nitionen bezüg-

li
h Partitionen der natürli
hen Zahlen eingeführt. Ferner wird gezeigt warum vom

kathegorietheoretis
hen Standpunkt aus gesehen Partitionen das Duale von Teilmen-

gen sind, was den Begri� �Dualisation� für den Übergang von Teilmengen zu Parti-

tionen motiviert. Demgemäss bezei
hnen wir das Duale einer Eigens
haft, wie zum

Beispiel der Ramsey Eigens
haft, oder einer sogenannten Kardinalzahlinvarianten,

wie zum Beispiel der Auss
höpfungszahl et 
etera, als die duale Ramsey Eigens
haft

beziehungsweise als die duale Auss
höpfungszahl et 
etera.

Na
h diesem einleitenden Kapitel beginnt die Dualisierung der Theorie der Men-

gen von Mengen natürli
her Zahlen, sowie die Untersu
hung der kombinatoris
hen

Eigens
haften der dualisierten Objekte, das heisst der Mengen von Partitionen.

Zuerst werden klassis
he sogenannte Kardinalzahlinvarianten, wie zum Beispiel die

Auss
höpfungszahl (siehe Aussage 2), dualisiert. Es wird gezeigt, dass die dualen For-

men und die klassis
hen Formen der Kardinalzahlinvarianten vers
hieden gross sein

können. Zum Beispiel ist es konsistent mit ZFC, dass die duale Auss
höpfungszahl e
ht

kleiner ist als die klassis
he Auss
höpfungszahl r, und im Allgemeinen können duale

Kardinalzahlinvarianten konsistenterweise sowohl kleiner, glei
h, oder grösser als ihre

klassis
hen Varianten sein. Ferner existieren duale Kardinalzahlinvarianten die kon-

sistenterweise grösser oder kleiner gema
ht werden können, während ihre klassis
hen

Varianten fest bleiben, und umgekehrt. Die duale Theorie der Kardinalzahlinvarianten

unters
heidet si
h also wesentli
h von der klassis
hen Theorie.

Als nä
hstes werden vier topologis
he Räume untersu
ht. Die zugrundegelegte

Menge ist in allen vier Räumen dieselbe, nämli
h die Menge der Partitionsultra�lter.

Sind Ultra�lter s
hon relativ komplexe Strukturen, es sind Mengen von Mengen na-

türli
her Zahlen, so sind Partitionsultra�lter no
h eine Stufe abstrakter, denn es sind

Mengen von Mengen von Mengen natürli
her Zahlen. I
h mö
hte deshalb hier ni
ht
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näher auf den Begri� �Partitionsultra�lter� eingehen. Was i
h aber kurz erläutern

mö
hte ist der Begri� �Topologie�:

Ein topologis
her Raum ist eine Menge, auf der Umgebungen de�niert werden.

Nun können wir auf einer gegebenen Menge im Allgemeinen mehr als nur eine so-

genannte Topologie de�nieren. Nehmen wir zum Beispiel die Stadt Bern. Einerseits

können wir den Abstand zwis
hen zwei Orten mit Hilfe der Luftlinie de�nieren und

sagen, dass die Umgebung eines Ortes jene Orte sind, die nahe liegen bezügli
h dem

so de�nierten Abstand. Andererseits können wir den Abstand zwis
hen zwei Orten

au
h de�nieren als die Länge der kürzesten Verbindung zu Fuss. Orte, die im ersten

Fall nahe beieinander liegen (zwei Orte links und re
hts der Aare) können im zweiten

Fall weit auseinander liegen. Das heisst, Umgebungen eines Ortes ändern si
h, wenn

wir die Topologie auf dem Raum verändern.

Es wird nun gezeigt, dass die vier Topologien auf der Menge der Partitionsul-

tra�lter alle wesentli
h vers
hieden sind von den Topologien, die auf der Menge der

Ultra�lter de�niert werden. Um dies zu zeigen werden kombinatoris
he Hilfsmittel,

wie zum Beispiel Königs Lemma (vgl. Aussage 1) benutzt.

Wie oben gezeigt wurde, ist die Ramsey Theorie ein wi
htiges Gebiet der Kom-

binatorik, wel
hes viele Anwendungen ausserhalb der Kombinatorik hat. So ist es

natürli
h, au
h die Resultate der klassis
hen Ramsey Theorie zu dualisieren.

Zuerst wird eine Partitionsform des Ramsey Theorems gegeben (vgl. Aussage 3),

wel
hes später für die De�nition von sogenannten Ramseys
hen Partitionsultra�ltern

benutzt wird. Dann wird die duale Form der Ramsey Eigens
haft (vgl. Aussage 4) un-

tersu
ht. Wi
htig in dieser Untersu
hung ist die Additivität eines bestimmten Ideals.

Ein Ideal ist eine Menge von �kleinen� Mengen und die Additivität misst, wievie-

le sol
her kleinen Mengen wir vereinigen müssen, damit die Vereinigung ni
ht mehr

klein ist. Zum Beispiel bildet die Menge der endli
hen Mengen natürli
her Zahlen ein

Ideal. �Klein� heisst in diesem Falle �endli
h�. Da die Vereinigung endli
h vieler end-

li
her Mengen wieder endli
h ist, müssen wir unendli
h viele sol
her kleinen Mengen

vereinigen, damit die Vereinigung ni
ht mehr klein ist, die Additivität dieses Ideals

ist also abzählbar unendli
h.

Die Additivität des obengenannten Ideals der dualen Ramsey Theorie ist über-

abzählbar, kann aber � abhängig vom zugrundegelegten Modell der Mengenlehre �

sowohl kleiner wie au
h glei
h dem Continuum 
 sein, das Letztere au
h wenn das

Continuum gross ist, was ebenfalls gezeigt wird.

Na
h all den Asymmetrien im Dualisierungsprozess werden s
hliessli
h die Sym-

metrien zwis
hen der Ramsey Eigens
haft und der dualen Ramsey Eigens
haft be-

tra
htet. Einige Resultate der dualen Ramsey Eigens
haft sind einfa
h Dualisierungen

der entspre
henden Resultate der Ramsey Eigens
haft. Andererseits sind die Beweise

fast immer komplizierter und erfordern neue Te
hniken und Ideen. Der Grund liegt
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darin, dass Partitionen, im Gegensatz zu Teilmengen, keine Komplemente haben. In

der klassis
hen Theorie spielt das Komplement einer Menge eine äusserst wi
htige

Rolle, und dieser Defekt in der dualen Theorie muss dur
h stärkere kombinatoris
he

Hilfsmittel wettgema
ht werden.

Zum S
hluss werden spezielle Partitionsultra�lter untersu
ht. Dafür wird zuerst

eine Ordnung auf der Menge der Partitionsultra�ltern de�niert die der Rudin-Keisler

Ordnung der Ultra�lter ähnli
h ist. Ferner wird eine Partitionsform von Ramsey Ul-

tra�ltern (vgl. Aussage 5) de�niert. Diese sehr speziellen Partitionsultra�lter werden

Ramseys
he Partitionsultra�lter (engl. Ramseyan ultra�lter) genannt. Bezügli
h der

Rudin-Keisler Ordnung sind die Ramsey Ultra�lter die minimalen Elemente, und es

wird gezeigt, dass etwas ähnli
hes au
h bezügli
h der auf den Partitionsultra�ltern

eingeführten Ordnung für die Ramseys
hen Partitionsultra�lter gilt. Zusätzli
h wird

gezeigt, dass die Existenz von Ramseys
hen Partitionsultra�ltern immer au
h die

Existenz von Ramsey Ultra�ltern impliziert � das heisst also, dass die Ramseys
hen

Partitionsultra�lter stärker sind als die Ramsey Ultra�lter � und dass die Continu-

umshypothese die Existenz von sehr vielen, paarweise vers
hiedenen Ramseys
hen

Partitionsultra�ltern impliziert (es ist aber au
h konsistent mit ZFC, dass es keinen

einzigen Ramseys
hen Partitionsultra�lter gibt). Ferner wird gezeigt, dass das dua-

le Mathias For
ing restringiert auf einen Ramseys
hen Partitionsultra�lter im We-

sentli
hen dieselben kombinatoris
hen Eigens
haften hat, wie das Mathias For
ing

restringiert auf einen Ramsey Ultra�lter. Das ist insofern wi
htig, da das Mathi-

as For
ing eine S
hlüsselrolle in der Untersu
hung der Ramsey Eigens
haft gewisser

Mengen einnimmt und demgemäss au
h das duale Mathias For
ing eng verbunden ist

mit der dualen Ramsey Eigens
haft. S
hliessli
h werden no
h Kardinalzahlinvarianten

betra
htet, die mit der dualen Ramsey Eigens
haft zu tun haben.

❀ ❀ ❀

Da das Vorausgehende etwas te
hnis
h war, mö
hte i
h abs
hliessend no
hmals

die Kernpunkte der Arbeit zusammenfassen: In der klassis
hen Theorie werden unter

anderem kombinatoris
he Eigens
haften von Mengen von Mengen natürli
her Zah-

len untersu
ht. Nun kann man die Mengen natürli
her Zahlen dur
h Partitionen der

natürli
hen Zahlen ersetzten und erhält eine sogenannte duale Theorie. Die duale

Theorie unters
heidet si
h wesentli
h von der klassis
hen Theorie und es sind kom-

plexere Beweismethoden nötig um diese herzuleiten. Von einem anderen Standpunkt

aus gesehen ist die duale Theorie eine Verallgemeinerung der klassis
hen Theorie und

enthält die Letztere. Sie ist somit in der Lage, klassis
he kombinatoris
he Probleme

in einem neuen Li
ht ers
heinen zu lassen.
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