ANALYSIS 1 — ZUSATZLICHE LEHRMATERIALIEN

JOSEF TEICHMANN

1. GRUNDBEGRIFFE

Die Analysis beschéftigt sich mit reellen Funktionen, Stetigkeit und Differenzier-
barkeit, Integrierbarkeit und Differentialgleichungen, etc. In anderen Worten mit al-
lem was nétig ist um Isaac Newtons Graviationstheorie oder James Clerk Maxwells
Elektrodynamik mathematisch zu formulieren, zu verstehen und auszuwerten. Wie
bei vielen Entwicklungen von Kulturtechniken folgen Perioden der Neuerung auf
Perioden des Hinterfragens dieser Neuerungen, und umgekehrt. So wird die Freu-
de iiber die mathematisch-quantitative Behandlung des Planetensystemes durch
aus dem Gravitationsgesetz abgeleitete Differentialgleichungen empfindlich getriibt
durch das Faktum, dass man die Losungen der Gleichungen sehr schwer beschreiben
kann und dass ihre globale Existenz nicht immer gesichert ist. Neuerung bedeutet
hier das Einfithren von Konzepten wie Differenzierbarkeit, Differentialgleichungen,
etc. Hinterfragen bedeutet eine Riickbesinnung auf die Fragestellung wie man Ei-
genschaften von Funktionen und Losungen eigentlich beschreibt und wie man die
Theorie auf solide Beine stellt. Die Geschichte der Analysis ist voll von solchen
Gegenbewegungen, sogar noch bis heute.

Wir beschéftigen uns hier mit dem am weitesten verbreiteten Zugang zur Ana-
lysis: basierend auf den natiirlichen Zahlen, einer (naiven) Mengenlehre und der
klassischen Pradikatenlogik werden die reellen Zahlen, Funktionen und ihre Eigen-
schaften eingefiihrt. Dazu bendtigen wir zuerst den Begriff der mathematischen
Aussage und grundlegende Begriffe der Mengenlehre. Wir sehen gleich mehrere
Schwierigkeiten, die mit diesem Ansatz verbunden sind. Diese Schwierigkeiten sind
inhérent und lassen sich nicht wirklich beheben, aber verstehen und umgehen.

Mathematische Aussagen sind Aussagen iiber mathematische Objek-
te, von denen man zumindest formal erhofft, dass ihr Wahrheitsgehalt
geklirt werden kann, das heisst offensichtliche “Rechtschreibfehler” kommen in
diesen Aussagen nicht vor.

Mathematische Aussagen konnen verkniipft werden um daraus neue, formal kor-
rekt formulierte Aussagen zu bauen. Hiezu stehen die Zeichen —, A, V, —, <>, etc
zur Verfiigung. Der Wahrheitsgehalt solcher Aussagen kann mit Wahrheitstabel-
len aus dem Wahrheitsgehalt der Elementaraussagen hergeleitet werden. Korrekt
geschriebene mathematische Aussagen haben einen Wahrheitswert, wenn die Ele-
mentaraussagen, aus denen sie aufgebaut sind, einen Wahrheitswert haben. Wir
werden zuerst iiber diese Verkniipfungen und daraus resultierende Beweistechniken
nachdenken. Dafiir abstrahieren wir von konkreten Aussagen und schreiben statt-
dessen ein Alphabet von Aussagen, von denen nur bekannt ist, dass sie wahr oder
falsch sein kénnen. Wir interessieren uns zuerst fiir zwei grundlegend verschiedene
Techniken “Wahrheit” festzustellen: die syntaktische und die semantische.
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1.1. Semantisches und Syntaktisches Schliessen. Mathematische Aussagen
sind die Worte der Mathematik. Aus diesen “Worten der Mathematik” entsteht
nun “mathematische Literatur”, ndmlich die Beweise. Aus Grundannahmen (“Axio-
men”) kénnen durch die sukzessive Anwendung von Schlussregeln neue Aussagen
bewiesen werden. Ein Beweis ist die Herleitung einer gegebenen Aussage aus an-
deren Aussagen mit Hilfe einer endlichen Anzahl von Schliissen, die vorgegebe-
nen Schlussregeln gehorchen. Diese zentrale Kulturtechnik der Mathematik fiihrt
komplizierte mathematische Aussagen auf einfachere zuriick und erlaubt eine Ab-
kldrung der Zusammenhénge zwischen mathematischen Aussagen. Das ist ein rein
algorithmischer (syntaktischer) Vorgang: durch Schlussregeln werden aus ge-
gebenen Aussagen neue abgeleitet.

In der Aussagenlogik kann man den Wahrheitsgehalt mathematischer Aussagen
aber auch anders bestimmen, ndmlich mit Wahrheitstabellen: man kriegt dort Er-
kenntnisse der Form: 'wenn eine Reihe von Axiomen wahr ist, dann ist auch eine
Aussage B wahr’. Das ist der semantische Vorgang der Wahrheitsbestim-
mung.

Es ist vielfach untersucht worden wie diese beiden vollig unterschiedlichen Me-
thoden zur Wahrheitsfindung vergleichbar sind. Es stellt sich heraus, dass die se-
mantische und syntaktische Technik dquivalent sind — das ist Aussage des Godel-
schen Vollstédndigkeitssatzes der Aussagenlogik. Wir setzen uns also hier auf diesen
Standpunkt, dass ndmlich die Schlussregeln bereits geniigen um “Wahrheit” zu
produzieren und keine weiteren Techniken nétig sind.

Das diffizile Gebdude der euklidischen Geometrie auf fiinf relativ einfache Grund-
aussagen (“Euklidische Axiome”) zuriickzufiihren ist ein syntaktischer Vorgang: es
muss dafiir prizisisert werden, was ein Beweis ist und welche Schlussregeln erlaubt
sind. Semantische Argumente, dh die Richtigkeit von Aussagen in bestimmten (em-
pirischen) Zusammenhiingen spielt eine Rolle in der Entwicklung mathematischer
Intuition. Der Erfolg der Mathematik liegt aber in der Tatsache begriindet, dass
das anschaulich-semantische Argument nicht geniigt um den Wahrheitsgehalt einer
mathematischen Aussage zu ergriinden, sondern dass dafiir ein Beweis notig ist.

1.2. Schlussregeln der Aussagenlogik. Im folgenden prézisieren wir diesen Stand-
punkt, auch um Schreibweisen einzufiihren, und schreiben die Schlussregeln der
Aussagenlogik hin. Diese Schlussregeln liefern alle zentralen Beweistechniken auf
Aussagenebene. Seien I' C IV Mengen von Aussagen. Wir interessieren uns fiir die
Menge von Aussagen A, die aus I durch sukzessives Anwenden von Schlussregeln
bewiesen werden kénnen, dh die Menge aller durch Schliessen T' = A beweisbaren
Aussagen: hier sieht man links vom Schlussfolgerungszeichen die Voraussetzungen
I" und rechts die daraus gezogene Schlussfolgerung A. Man sollte das Schlussfolgern
B = A formal von der mathematischen Aussagen B — A unterscheiden (obwohl
wir spéter immer dasselbe Zeichen verwenden werden): ersteres ist das Ableiten
einer neuen mathematischen Aussage A aus B (oder einer Menge von Aussagen I'),
zweiteres ist die Verkniipfung von zwei Aussagen. Trotzdem ist es so, dass man falls
B — A immer wahr ist, man diese Relation mit B = A identifizieren kann, da
der semantische und der syntaktische Wahrheitsbegriff iibereinstimmen.

Wir schreiben nun die Schlussregeln des syntaktischen Wahrheitsbegriffes hin,
denn man sollte eine Schlussfolgerung zuerst als “Konstruktionsprinzip” fiir neue
Aussagen aus alten begreifen und nicht nur als korrektes Hantieren mit Wahrheits-
tabellen:
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e ' A = A: aus A gemeinsam mit anderen Aussagen kann A gefolgert
werden.

e FallsT' = A, dann IV = A.

e Falls T, A = Bund T, -4 = —-B, dann I' = A (Widerspruchsregel).
Wenn man aus I' mit der Verneinung von A alles herleiten kann, dann folgt
aus I' die Aussage A.

e’ A = Bund T, -A = B, dann gilt I' = B (Fallunterscheidung). Aus
zwei Beweisen von B unter der Zusatzvoraussetzung A bzw. —A kann B
gefolgert werden.

e FallsI'’ A = CundI', B = C,dannauch ', AVB = C.

e FallsT' = A, dann I" == AvBund ' = BV A.

e AN-A = B (ex falso quodlibet).

Man kann leicht tiberpriifen, dass es sich bei allen Schlussfolgerungen um Tau-
tologien handelt, also immer wahre Aussagen: zum Beispiel ist

((CA(mA) = B)A(CA(mA) — (0B))) = (C — A)

bei jeder Wahrheitsbelegung eine wahre Aussage.
Aus diesen Schlussregeln kénnen offenbar weitere Schlussregeln hergeleitet wer-
den:

e Das Prinzipe des direkten Beweises:
AJA— B = B.
e Das Prinzip des indirekten Beweises:
A -B—-A =10B.

e Tertium non datur: ) = AV -A.
e Reductio ad absurdum: FallsI',-A = (BA (—=B)),dann T’ = A

Sprachlich schreiben wir mathematische Aussagen hiufig aus: um auf die Ver-
wendung von Verkniipfungen hinzuweisen werden hiufig und, oder, genau dann
wenn, impliziert typographisch hervorgehoben. Dies soll andeuten wie man bei
einer aussagenlogischen Formalisierung vorgehen konnte.

Was sind Sitze, Lemmata, Theoreme, Propositionen, Korollare, etc? Das sind
Namen fiir Schlussfolgerungen, das heisst I' = A. I sind die Hypothesen und A ist
die Folgerung. Definitionen sind mathematische Aussagen mit Aquivalenzzeichen
<, wobei neue Zeichen (Begriffe, Konzepte) eingefiihrt werden.

1.3. Sprachen erster Stufe — All- und Existenzaussagen. Die eigentliche lo-
gische Kalkiil ist das Hantieren mit All- und Existenzaussagen. Das ist Gegenstand
der Pridikatenlogik erster Stufe, die die Aussagenlogik um Variablen, Existenz-
und Allaussagen iiber diese Variablen erweitert. Hierzu benttigen wir Ausdriicke
A(z) mit Variablen z (Formeln, Pridikate). Konstanten a sind im Gegensatz zu
Variablen nicht fiir Quantoren zugelassen. Quantoren “binden” diejenigen Varia-
blen, iiber die sie sprechen. Zuerst miissen wir lernen mit Quantoren prizise zu
sprechen: wir benotigen dazu den Begriff der freien Variablen. Freie Variablen eines
Ausdruckes sind solche die nicht an einen Quantor gebunden sind. Es gelten die
folgenden Schlussregeln.

o A(y/z) = (Jz: A(x)) ist die dazugehorige erste Schlussregel, wobei y eine
Variable ist, die = ersetzt.
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e Die zweite, wichtigere, Schlussregel ist etwas komplizierter und lautet: falls
I', A(y/x) = B und y ist nicht frei in I' 3z A(z) B, dann gilt auch T', (3z :
A(z)) = B.

e Der Allquantor wird durch Verneinung definiert: Va : A(z) :< 3z : ~A(z).
Das heisst zum Beweis einer Allaussage zeigen wir, dass fiir jedes “beliebige”
2 die mathematische Aussage A(x) gilt, dh falls ' = A(y), wobei y nicht
frei ist in I'Vz : A(x), dann gilt T’ = Vz : A(z).

e Es bleiben noch zwei Schlussregeln fiir Gleichheit zu erwdhnen, nidmlich
) =t=tund falls I' = E(t), dann auch I',t =¢ = E(¢').

1.4. Semantik (Bedeutung) von Sprachen erster Stufe. Nach diesen logi-
schen Uberlegungen interpretieren wir nun die Symbole unserer Sprache erster
Stufe (Priadikatenlogik erster Stufe) mit mathematischen Objekten, das heisst Zah-
len, Vektoren, Punkten, etc. Wir unterscheiden also zwischen dem formal korrekten
Sprechen iiber Mathematik in einem formalen System (e.g. einer Sprache erster
Stufe) und der Interpretation der Aussagen des formalen Systems in einem
Modell.

Es hat sich als entscheidende Einsicht kristallisiert diese Interpretation immer
mengentheoretisch aufzufassen im Sinne einer naiven Mengenlehre:

“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (wel-
che die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.” (Georg Cantor).

Man stellt sich also immer ein Universum vor, in der alle Symbole interpretiert
werden. Variable kénnen durch Elemente des Universums belegt werden. Konstan-
te sind bestimmte ausgezeichnete Elemente des Universums. Weiters gibt es noch
Funktionen, Relationen. Prédikate werden auf Teilmengen des Universums abgebil-
det, Priadikate mit mehreren Variablen auf Teilmengen des kartesischen Produktes.
Erneut gilt der Godelsche Vollstindigkeitssatz: jede in jeder Interpreta-
tion gemeinsam mit den Grundaxiomen I' wahre Aussage, lisst sich auch
auf syntaktischem Weg mit obigen Schlussregeln aus I' ableiten. Erneut
stellen wir fest, dass wir auf rein formaler Ebene sagen konnen was Schlussfolgerun-
gen sind und dass die Moglichkeit besteht damit “Wahrheit”, auch im semantischen
Sinne, zu produzieren.

Wenn man Quantifizierungen iiber Prédikate erlaubt (oder wiinscht, wie es zum
Beispiel beim Induktionsaxiom nétig wire), dann muss man Sprachen zweiter Stufe
einfithren. Dabei verlieren wir aber die Vollsténdigkeitsaussage fiir Sprachen erster
Stufe, da es dann kein angebbares Beweisschema mehr gibt. Man kann zum Beispiel
in Sprachen zweiter Stufe die Endlichkeit eines Modells durch eine Aussage charak-
terisieren, aber natiirlich auch dass eine Modell mehr als n Elemente haben muss —
fasst man all diese Aussagen zu einer Aussagenmenge zusammen, dann sollte es kein
Modell dafiir geben, denn ein Modell wére endlich und miisste mehr als n Elemente
haben, fiir jedes n. Falls es nun ein angebbares Beweisschema fiir Sprachen zweiter
Stufe gébe, dann miisste aber auch — so wie in Sprachen erster Stufe — ein Endlich-
keitssatz gelten, das heisst Mengen von Aussagen haben ein Modell, wo sie gelten,
falls endliche Teilmengen der gegebenen Aussage ein Modell haben. Das steht im
Widerspruch zur Nichtexistenz eines Modells zur vorhergehenden Aussagenmenge.
Die Nichtgiiltigkeit des Vollstandigkeitssatzes fiir Sprachen zweiter Stufe ist aber
nicht die Aussage des Unvollstindigkeitssatzes.
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Georg Cantors Mengenbegriff ist “naiv” in dem Sinne, dass er auf nichts weite-
rem fusst als einer allgemeinen Vorstellung von Mengen und Mengebildung durch
Pradikate. Mengen miissen dabei als Grundobjekte mathematischen Denkens ak-
zeptiert werden. Der entscheidende Fortschritt liegt in der Aussage, dass jegliches
Betreiben von Mathematik im Grunde ein logisch korrektes Hantieren mit Men-
gen ist. Man macht das insbesondere, um Sprachen zweiter Stufe zu vermeiden,
das heisst Variable werden als Mengen interpretiert und {iber Mengen kann man
quantifizieren. Teilmengen, die ja auch Mengen sind, entsprechen dann Pradikaten,
weshalb man auch iiber Priadikate quantifizieren kann.

Hier gibt es nun einen heiklen Punkt: die naive Mengenlehre, wie wir gleich sehen
werden, ist nicht geniigend gut erklért, um als Fundament der Mathematik zu die-
nen. Das wird durch eine entsprechende Axiomatisierung der Mengenlehre gelost:
mathematische Objekte sind nunmehr immer Mengen, iiber die auf formalsprach-
liche Art und Weise gesprochen wird, und die scheinbar nétigen Sprachen zweiter
Stufe werden sozusagen in der ersten Stufe modelliert (und iiber die Hintertiir ein-
gefiihrt).

Eine Mengenlehre ist durch Mengen z, y, ... und die Elementrelation € zwischen
ihnen gegeben, dh wir kénnen von jeder Menge sagen ob sie in einer anderen Menge
als Element liegt, oder nicht. Formeln sind nun fiir Mengen definiert, All- und
Existenzquantoren gehen iiber Mengen.

Vorsicht ist aber geboten: es ist nicht jedes Pridikat geeignet Mengen zu be-
stimmen: zum Beispiel sind “mengentheoretische Priadikate” deren Variablen selbst
Mengen sind aus unmittelbar einsichtigen Griinden nicht geeignet, siehe die Rus-
sellsche Antinomie

M - M = {z|x ¢ z}.

Deshalb miissen wir die FExistenz jeglicher neu eingefithrter Menge rechtfertigen,
dh durch eine zuldssige Formel beschreiben. Die einzige nicht-leere Menge deren
Ezistenz wir nicht weiter in Frage stellen, wird die Menge der natirlichen Zahlen
sein, von der wir aber wiederum eine axiomatische Beschreibung angeben.

Es gibt mehrere axiomatische Fassungen der Mengenlehre, zum Beispiel von
Zermelo-Fraenkel oder von von Neumann-Bernays-Godel. Es geht im Grunde dar-
um festzulegen, welche Operationen mit Mengen ausgefiihrt werden diirfen und
welche Pradikate zur Mengenbildung fithren. Damit gelingt es die offensichtlichen
Antinomien von Bertrand Russell, Georg Cantor, etc zu verhindern. In beiden
Mengenlehren sind keine weiteren Widerspriiche bekannt, ein Beweis der Wider-
spruchsfreiheit mit endlichen Methoden ist aber ebenso nicht méglich (Godelscher
Unvollsténdigkeitssatz).

Wir geben nun die wichtigsten Axiome der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre an,
insbesondere wichtige Mengenbildungs- und Existenzaxiome. Diese Axiome sind
empirisch widerspruchsfrei:

e B :VA: A ¢ B: es gibt eine Menge (und die ist eindeutig!) mit keinem
Element (Leermengeaxiom).

e VA,B:3C : Vo : z € C & (x = A) A (x = B): zu je zwei Mengen
A, B existiert eine Menge C' (und die ist eindeutig!) die genau A and B als
Element enthélt (Paarmengenaxiom).

e VE:3C :VB: (B (C <& 3D € E: B € D): es gibt zu jeder Ansammlung
von Mengen F eine eindeutig bestimmte Menge C, die alle Elemente der
Mengen in E enthilt. Das ist die Vereinigungsmenge. Im Gegensatz zur
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Paarmenge {A, B}, gebildet aus zwei Mengen A, B, enthélt die Vereini-
gungsmenge A U B die beiden Mengen als Teilmengen.

e Zu jedem Préadikat P und jeder Menge C' existiert eine Teilmenge B C C'
mit der Eigenschaft

Ve:z € Bs (x € C)AP(x).

Das ist das Aussonderungsaxiom.

e VA:JP:VC :C C A< C € P: Das ist das Potenzmengenaxiom, das die
Potenzmenge P einer Menge A bestimmt.

e Als letztes Axiom nennen wir hier das Fundierungsaxiom, das leicht er-
reichbare Widerspriiche verhindert (vgl Russellsche Antinomie): VA : A #
=3B :(Be€ A)A(=3C: (C € A) A (C € B)). Dieses Axiom verhindert
dass es Mengen gibt mit z € z.

e Zwei Mengen heissen gleich wenn sie dieselben Elemente enthalten (Exten-
sionalitdtsaxiom der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre):

M=N:<Vr: z2eM&xeN.

1.5. Vollstindigkeit und Unvollstidndigkeit. Man koénnte an dieser Stelle ge-
neigt sein zu glauben, dass das Problem der syntaktischen Wahrheitsbestim-
mung durch den Vollstédndigkeitssatz in Sprachen erster Stufe und durch die For-
mulierung der axiomatischen Mengenlehre in ebensolchem Rahmen gelost ist. Der
Godelsche Unvollsténdigkeitssatz bietet hier aber eine weitere tiefe Perspektive: er
besagt, dass in jedem geniigend reichhaltigen Axiomensystem, auch in Sprachen
erster Stufe formuliert, immer Aussagen existieren, die unabhingig vom Axiomen-
system sind, das heisst weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen. Das ist bei
vielen Axiomensystemen nicht iiberraschend (man denke daran dass man aus den
Gruppenaxiomen natiirlich nicht das Kommuativgesetz folgern kann), allerdings
fiir die natiirlichen oder reellen Zahlen doch mehr als unerwartet, zumal wir dort
auch von der Eindeutigkeit der entsprechenden Strukturen sprechen. Hier zeigt sich,
dass die Unterscheidung zwischen einem formalen System (der Sprache in der wir
iiber Mathematik formal sprechen) und ihrer Semantik, das heisst, dem Modell
(Universum), in dem wir das formale System interpretieren, essentiell ist. Die Ein-
deutigkeit ist dann “modellabhéngig” und nur innerhalb des gegebenen Universums
giiltig, aber nicht zwischen den Universen. Und die axiomatische Mengenlehre wird
natiirlich auch interpretiert.

1.6. Fundamentale Konstruktionen der Mengenlehre. Ausgestattet mit die-
sen Axiomen koénnen wir verschiedenen Begriffe und Konstruktionen einfithren: wir
gehen dabei immer so vor, dass wir uns eine definierende Eigenschaft vorstellen
und dann mit Hilfe der Mengenlehre das entsprechende Objekt mengetheoretisch
bauen.

e Als erstes definieren wir die Produktmenge. Ein Element der Produktmen-
ge von Mengen X and Y wird ein Tupel (z,y) aus zwei Elementen z € A
und y € B sein. Wir wissen zu diesem Zeitpunkt noch nicht was das Zei-
chen (z,y) bedeutet und miissen es deshalb definieren. Dabei hilft uns die
definierende Eigenschaft, die besagt dass zwei Tupel (z,y) und (Z, g) gleich
sind falls x = Z und y = 7 gelten. Wir folgen hier Kazimierz Kuratowski
und definieren

(z,9) = {z} {z, y}},
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was offensichtlich die definierende Eigenschaft erfiillt. Die Menge aller Tupel
heisst dann die Produktmente X x Y.

e FEine Relation R auf zwei Mengen X, Y ist eine Teilmenge der Produkt-
menge R C X x Y. Die Relation R heisst Funktion falls

Ve:zeX=3y:(yeY)A(r,y) €R

gilt. Man nennt die Relation R auch den Funktionsgraphen der Funk-
tion. Wir bevorzugen hier eine “dynamische” Sichtweise auf Funktionen,
das heisst f: X — Y,z — f(z), wobei f(z) das eindeutig x € X zugeord-
nete Element aus Y bezeichnet (weitere Eigenschaften siche Skriptum von
Michael Struwe).

Bemerkung 1.1. Die Konstruktion der Produktmente ist ein typisches Beispiel fiir
den strukturalistischen Ansatz der Mathematik: Wir fragen nicht “Was” mathema-
tische Objekte sind, sondern in welchen Beziehungen sie zueinander stehen.

1.7. Die natiirlichen Zahlen. Im Folgenden fiigen wir zu den Axiomen der Men-
genlehre weitere Axiome hinzu: die Peanoschen Axiome. Es wird axiomatisch die
Existenz einer Menge N, der Menge der natiirlichen Zahlen, gefordert. Es gelte:

(1) 0eN.

(2) Es gibt eine surjektive und injektive Abbildung v : N — N\ {0}, die Nach-
folgerabbildung, mit der Eigenschaft: jede Teilmenge N C N, die die Null
enthélt 0 € N und fiir die mit n € N auch v(n) € N gilt, ist identisch mit
N. Formal geschrieben

VNCN:(0eN)A(Vn:neN=v(n)eN)—-N=N.

Wir werden nun diese Axiomatik verwenden, um auf N eine Addition und eine
Ordnungsstruktur einzufiihren.

Theorem 1.2. Sei N die Menge der natirlichen Zahlen, dann existiert eine eindeu-
tige Additionsabbildung (m,n) — m+n auf N x N, die assoziativ und kommutativ
ist und 0 als neutrales Element hat, mit der Figenschaft

m+v(n) =v(m+n)
fiir m,n € N. Die Abbildung l,,, := m + . ist injektiv auf N. Weiters definiert
m<nsdpeN:m+p=n

eine Wohlordnung auf den natiirlichen Zahlen N (zum Begriff der Wohlordnung
siehe Skriptum von Michael Struwe).

Beweis. Wir definieren eine Abbildung [, : N — N fiir jedes m € N via
(1.1) l(v(n)) :=v(ly(n)) und 1,,(0) :=m.

Zuerst zeigen wir die Existenz solcher Abbildungen [,,, auf N: wir betrachten dazu
die Menge M der m € N, fiir die eine Abbildung mit (1.1) existiert. Offensichtlich
liegt 0 € M, denn Iy = idy erfiillt die Eigenschaften (1.1) fiir m = 0. Nehmen wir
nun an, dass m € M liegt, dann aber ist I, () (n) := v(l;(n)), jeweils fiir n € N,
ein Kandidat fiir eine Abbildung zu v(m), denn es gilt fiir jedes n € N

lu(m) (I/(TL)) __nach Def. V(lm(l/(n))) _nach (1.1) I/(l/(lm(n))) _nach Def. V(ly(m) (n)) ’
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und natiirlich 7, (,,,)(0) = v(m) nach Definition. Somit gilt M = N und wir haben
damit die Existenz einer Abbildung [,, mit obigen Eigenschaften bewiesen. Die Ab-
bildung ist auch eindeutig bestimmt, denn die Menge wo die beiden méglicherweise
verschiedenen Abbildungen iibereinstimmen muss mit n auch den Nachfolger bein-
halten, und 0 liegt sowieso in dieser Menge. Aufgrund der Eindeutigkeit folgt ins-
besondere dass [, (m)(n) = v(l;(n)) fir all m € N.

lm steht fiir Linksaddition mit m. Wiirde man — geleitet von der Schreibweise
m + n — eine Rechtsaddition 7, einfithren wollen, dann kommt man zur selben
definierenden Eigenschaft und aufgrund der Eindeutigkeit zur selben Abbildung.

Die Injektivitaet von [, folgt aus der Injektivitaet von v: fiir m = 0 ist die
Abbildung [y die Identitit, also injektiv. Wenn die Injektivitat fir [, gilt, dann ist
ly(m) = v ol auch injektiv als Verkettung injektiver Abbildungen.

Wir bezeichnen nun

m+n:=1l,(m)

fiir m,n € N. Wir mochten weiters zeigen, dass die so definierte Addition kommu-
tativ ist, das heisst fiir alle m,n € N gilt: m +n = n + m: fiir ein fixes m € N
betrachten wir die Menge N der Zahlen n mit ,,,(n) = l,,(m). Wieder liegt 0 € N
und fiir ein n € N mit L,,(n) = I,(m) gilt

(v (1)) = v(lm(n)) = v(ln(m)) = lym)(m)

und somit N = N.

Das Assoziativgesetz wird bewiesen, indem man untersucht auf welcher Menge
von Elementen p € N die Gleichung [;, (,,)(p) mit I,, (I, (p)) gilt. Offensichtlich fiir
p =0 und mit p gilt auch

Uy () (V(P) = v, () (P) = ¥ (1 () = Lin (In (v (D)),

folglich die Gleichheit iiberall.

Die eingefiihrte Ordnungsrelation ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch: An-
tisymmetrie folgt aus der Injektivitdt der Linksaddition [,,. Transitivitdt und Re-
flexivitét folgen unmittelbar. Weiters handelt es sich um eine Wohlordnung: sei N
eine Teilmenge von N. Definieren wir als M die Menge der natiirlichen Zahlen p mit
p < n fir alle n € N. Wir zeigen entweder M = N oder M N N # (). Nehmen wir
an M NN = (). Offenbar gilt 0 € M. Sei nun p € M, dann gilt p ¢ N. Dann liegt
aber v(p) auch wieder in M und damit nicht in N. Folglich M = N und deshalb
N = (. Falls nun N nicht leer ist, dann muss M N N = {p} gelten: also hat N ein
Minimum. ]

Korollar 1.3. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen, dann gilt 1 +1 = 2,
wobei 1 := v(0) der Nachfolger der Null ist und 2 := v(1) der Nachfolger der 1.
Insbesondere schreiben wir nun v(n) =n+ 1 firn € N.

Beweis. Es gilt: 1 +1 =1+ (v(0)) = (1 +0) = p(1) =2 0

Wir kénnen nun eine neue Definition von Produkten von Mengen einfiihren, die
die Kuratowskische abldsen wird. Sei n > 1 und bezeichne {1,...,n} die Menge
{k |1 <k < n}. Sei X eine nicht-leere Menge, dann nennen wir eine Abbildung
z : {l,...,n} — X ein n-Tupel von Elemente aus X und wir schreiben auch
Z1,...,&, oder (z1,...,x,). Die Menge aller n-Tupel bezeichnen wir mit X™.
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Zentral in der Mathematik sind rekursive Definitionen. Wir beweisen zuerst das
allgemeine Resultat, dann eine Anwendung zur Eindeutigkeit von natiirlichen Zah-
len.

Theorem 1.4. Sei X eine nicht leere Menge und a € X. Weiters seien V,, :
X"t — X Abbildungen fiir jedes n > 0. Dann existiert eine eindeutige Abbildung
g:N = X sodass g(0) = a und g(n+1) = V,(g(0),...,9(n)) firn €N gilt.

Beweis. Zuerst zeigen wir den folgenden einfachen Sachverhalt mit dem Induktions-
axiom: fiir jede natiirliche Zahl m € N existieren Abbildungen h,, : {0,...,m} - X
fiir 0 < m < m sodass h,,(0) = a und
fir alle 0 < k <m < m und

hm(m) = Vm—l(hm(o)a cees hm(m - 1))

fiir alle 0 < m < m. Beachte dass die Bedingungen fiir m = 0 bis auf die erste leer
sind. Der Induktionsanfang ist einfach, denn es muss nur eine Abbildung hg : {0} —
X gebaut werden mit vorgeschriebenem Bildwert hg(0) = a. Nehmen wir an m liegt
in der Menge der Zahlen, wo obiges gilt, dann gibt es bereits Abbildungen hy, . .., bz,
die alle gewiinschten Eigenschaften erfiillen. Es bleibt hs41 : {0,...,m +1} = X
zu konstruieren. Dazu definieren hy,41 (k) := hg(k) fiir 0 < k& < m und

his1(m 4 1) := Vi (hn(0), ..., hin(m)) .

Diese Gleichung definiert den Wert an m—+1, da alle anderen Werte bereits definiert
sind. Wir iiberzeugen uns so dass fiir jede natiirliche Zahl m obige Eigenschaften
erfiillbar sind und definieren nun g mit

6(n) = hu(n)
fiir n € N. Dann gilt g(0) = a und
g+ 1) =hny1(n+1) = Va(hns1(0), - . ., hnsa(n))
= ‘/n(hO(O)7 R hn(n)) = ‘/n(g(o)v T ’g(n))

fir n € N. Die Eindeutigkeit folgt durch Untersuchung der Menge N, wo zwei
mogliche Abbildungen g, ¢’ iibereinstimmen. Sicherlich liegt 0 € N und mit n € N
liegt auch n +1 € N, denn

g(n+1) = Va(9(0),...,9(n)) = Va(g'(0),..., g'(n)) = g'(n+1).
O

Mit dem Rekursionssatz kénnen wir leicht die Eindeutigkeit der natiirlichen Zah-
len beweisen:

Theorem 1.5. Seien (N,0,v) und (N',0',') zwei Mengen, die die Peanoschen
Axziome erfiillen, dann gibt es eine eindeutige bijektive Abbildung g : N — N’ mit
g(0) =0 und g(v(n)) = v'(g(n)) firn € N.

Beweis. Mit rekursiver Definition kénnen wir eine eindeutige Abbildung g : N — N’
mit g(0) = 0" und g(n + 1) = v/'(g(n)) fir n € N konstruieren und (sic!) eine
eindeutige Abbildung ¢’ : N’ — N mit ¢’(0') = 0 und ¢'(¢/(n)) = ¢'(n) + 1 fiir
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n € N. Untersuchen wir nun die Menge N C N auf der ¢’ o g = idy gilt. Offenbar
gilt 0 € N und mit n € N gilt

(g 0g) (n+1) =g (g(n) = g(n) + 1 =idn(n+1),
somit N = N. Analog wird g o ¢’ = idy bewiesen. (]

Mit Rekursion kénnen wir nun fiir jede Folge von Zahlen aq,...,a,,... die Sum-
me und das Produkt definieren:
n+1

0 n
g a; = 0 und E a; == g a; + Gpy1,
i=1 i=1 i=1

bzw
n+1

0 n
Hai =1 und H a; = Hai X Up41 -
i=1 i=1 i=1

Korollar 1.6. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen, dann hat jede Zahl eine
Darstellung als Produkt von Primzahlen, das sind Zahlen p > 2, die nur durch sich
selbst und 1 teilbar sind. Die Darstellung ist insofern eindeutig als gilt: wenn q eine
Primzahl ist und gqm = p1...pg, wobei p1,...,pr Primzahlen sind, dann existiert
emn 1 <i<k sodass q = p;.

Beweis. Bezeichne N die Menge der Zahlen die keine Darstellung als Produkt von
Primzahlen hat. Falls die Menge nicht leer ist, dann hat sie ein Minimum. Dieses
Minimum kann keine Primzahl sein, dann dann waere es ja durch ein Produkt aus
Primzahlen darstellbar. Folglich ist das Minimum ein Produkt aus zwei Zahlen, die
weder 1 noch es selbst sind. Beide dieser Zahlen miissen aber eine Darstellung als
Produkt von Primzahlen haben, womit wir an einem Widerspruch mit der Mini-
malitit angelangt sind. Deshalb muss N = ) gelten.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage gehen wir wie folgt vor: sei n = p; ... py die klein-
ste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, dass eine Primzahl ¢ existiert mit ¢ # p;
fiir alle 1 <4 < k und gm = n. Dann gilt selbige Aussage fiir m < n nicht und des-
halb haben wir eine eindeutige Primfaktorzerlegung m = ¢ ... q;, wir bezeichnen
nun ¢ := q. Weiters konnen wir nach Umordnung annehmen, dass p; < ¢ gilt.
Folglich sind 0 < n — p1(g2...q) <nund 0 < g1 — p1 < n ebenso mit eindeutiger
Primfaktorzerlegung gegeben. Die erste Zahl muss aber einen Primfaktor p; in ihrer
eindeutigen Zerlegung haben, die Zahl ¢; — p; kann aber p; nicht als Primfaktor
haben, folglich ein Widerspruch. ([

Mit der Konstruktion der algebraischen Strukturen “Addition”, “Multiplikation”
und “Ordnung” auf den natiirlichen Zahlen stellt sich die Frage nach grosstmoglicher
Anwendbarkeit dieser Operationen. Dies fithrt auf direkte Art und Weise zur Erwei-
terung der Zahlenmengen N C Z C Q. Wir geben hier nur die Definitionen der ent-
sprechenden Mengen mit den entsprechenden Definitionen der algebraischen Struk-
turen. Das einfache Nachrechnen der Eigenschaften ist den LeserInnen iiberlassen.

1.8. Die ganzen Zahlen. Wir beginnen mit der Konstruktion der ganzen Zahlen:
Wir fithren auf N x N eine Aquivalenzrelation ~ ein, (m,n) ~ (m,7) genau dann
wenn m + n = n + m. Offensichtlich gilt die Reflexivitéit und die Symmetrie. Fiir
die Transitivitit nehmen wir (m,n) ~ (i, 1) ~ (m,n), dann gilt m + 7 = n +m
und M 4+ 7 = 7 + m, also durch Addition der beiden Gleichungen

m4an+m+n=n+m+i-+m,
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was mit Injektivitdt von l544 zum gewiinschten fiihrt.

Die Menge der Aquivalenzklassen [(m,n)] wird mit Z bezeichnet und man stellt
sich dazu “formale Differenzen” m — n vor. Auf der Menge Z erklaren wir nun die
Addition, Multiplikation und die Ordnungstruktur.

Fiir den Moment bezeichnen wir die eingefiihrten Relationen mit neuen Zeichen,
kehren aber nach Abschluss des Beweises zu den bekannten Zeichen zuriick:

e Die Addition zweier Aquivalenzklassen wird durch
[(m1,m1)] @ [(m2, n2)] = [(m1 + ma2,n1 + n2)]

eingefiihrt. Das neutrale Element wird 0z := [(m, m)]. Das entspricht der
Intuition, dass die Aquivalenzklasse [(m, n)] formale Differenzen m —n dar-
stellt.

e Die Multiplikation zweier Aquivalenzklassen wird durch

[(ml, n1)] ® [(’ITLQ7 ng)] = [(m1m2 + ning, Mming + mgnl)]

eingefiihrt. Das neutrale Element ist 1z := [(m + 1, m)].
e Die Ordnungsstruktur wird durch

[(m1,n1)] Q[(ma,n2)] & my +n2 < mg+ny

fir alle m1,ny, mo, no € N eingefiihrt.

Bevor die Rechenregeln gepriift werden, muss bewiesen werden, dass die Defini-
tionen unabhiingig vom gewiihlten Reprisentanten der Aquivalenzklasse
sind. Wir zeigen das exemplarisch im Falle der Multiplikation: seien my,ni, ms, ng €
N und miq, 177, Mg, 12 € N natiirliche Zahlen mit (my,nq) ~ (i, 77) und (ma, ng) ~
(Mg, 112), dann ist zu zeigen dass

(mima 4+ ning, ming + maony) ~ (MymMag + Minz, Miny + Moty ),
was dquivalent zu
mimso + ning + 7ﬁ1n~2 + TTNLQTL~1 = TleTfNLQ + ﬁlﬁQ + ming + mony .

Dies folgt aber aus der Auswertung von mq +m17 = nq +my mit mso + 1y = ng + M.

Mit diesen Strukturen erkennen wir, dass Z ein kommutativer, geordneter Ring
wird, wobei wir zusétzlich durch i : N — Z, definiert durch i(n) := [(n,0)] fir n € N,
die natiirlichen Zahlen mit all ihren Strukturen, der Addition, der Multiplikation
und der Ordnungsstruktur, strukturerhaltend einbetten kdnnen.

1.9. Die rationalen Zahlen. Analog gestaltet sich die Einfithrung der rationa-
len Zahlen Q: wir bezeichnen nun die ganzen Zahlen Z als eine Erweiterung der
natiirlichen Zahlen mit Addition +, Multiplikation . und Ordnungsstruktur <, ins-
besondere betrachten wir die natiirlichen Zahlen als Teilmenge der ganzen Zahlen
via der obigen Einbettung. Wir definieren nun die rationalen Zahlen QQ als Menge
von Aquivalenzklassen von Elementen von Z x Z* beziiglich der Aquivalenzrelation
(p,q) ~ (P, q4) genau dann wenn pg = gp. Wir bezeichnen mit Z* die Menge Z \ {0}
— beachte, dass wir nun durch Weglassen der Null im Nenner zu einer sinnvollen
“echten” Aquivalenzrelation kommen.

Wie oben konnen wir algebraische Operationen einfithren und wir verwenden
wieder neue Zeichen:
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e Die Addition zweier Aquivalenzklassen wird durch

[(P1,q1)] @ [(p2: @2)] := [(P1G2 + P21, q102)]
eingefiihrt. Das neutrale Element wird Og := [(0, ¢)]. Das entspricht der In-
tuition, dass die Aquivalenzklasse [(p, q)] einen formalen Bruch £ darstellt.

e Die Multiplikation zweier Aquivalenzklassen wird durch

[(p1,01)] ® [(p2, 42)] := [(P1P2, 01 G2)]

eingefiihrt. Das neutrale Element ist 1z := [(¢, ¢)]-
e Die Ordnungsstruktur wird durch

[(p1,q1)] D [(p2,q2)] & (q1q2 > 0 A (prg2 < p2q1)) V (q1q2 < O A (p1g2 > p2qu))
fiir alle p1,q1,p2, g2 € Z eingefiihrt.

Erneut konnen wir leicht iiberpriifen, dass die eingefiithrten Operationen un-
abhingig vom gewéhlten Reprisentanten sind und deshalb die Struktur eines ge-
ordneten Korpers auf Q einfithren. Erneut lassen wir die eben eingefiihrten Zeichen,
die uns beim Beweis hilfreich waren weg und fahren mit den {iblichen Bezeichnungen
fort.

2. DIE REELLEN ZAHLEN

2.1. Dedekindsche Schnitte und die Konstruktion von R. Wir konstruieren
einen geordneten Korper in dem jede nach unten beschrinkte Menge ein Infimum
hat.

Sei Q die Menge der rationalen Zahlen, dann bezeichnen wir als R die Menge der
Paare (A, B), Dedekindsche Schnitte genannt, die folgende Eigenschaften erfiillen:

D1 Die Mengen A, B C Q sind nicht leer, disjunkt und AU B = Q.

D2 Die Menge A liegt “unterhalb” von B, oder anders ausgedriickt, fiir jedes
a € A gilt: a < b fiir alle b € B.

D3 Die Menge B hat kein Minimum.

Auf R erkldren wir wie folgt die Struktur eines geordneten Korpers:
e Wir definieren zu Beginn die Einbettungsabbildung i : Q — R,

r=>{zeQlae<r}, {zeQ|x>r}

und die Ordnungsrelation
(Al,Bl) < (AQ,BQ) < By C B;.

e Die Addition von zwei Schnitten ist durch Addition der jeweiligen Elemente
erklart:

(Al,Bl) ©® (AQ,BQ) = (Q\ (Bl + BQ),Bl + B2)

Das neutrale Element ist durch Og := i(0) gegeben.
e Die Multiplikation von zwei Schnitten ist durch Multiplikation der jeweili-
gen Elemente erklirt:

(A1, B1) ®@ (Ag, Ba) := (Q\ B1By, B1By),

falls 0 < (Aq, By), (A2, B) gilt. Das neutrale Element ist durch 1 := i(1)
gegeben. Weiters ist die Multiplikation durch z ® y := —(—z) ® y gegeben,
falls <0 und 0 Qy, durch 2 ® y :=  ® —(—y) gegeben, falls 0 <z und
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y <0 und durch z ® y := (—x) ® (—y) gegeben, falls x <0 und y < 0. Der
gemeinsame Fall 0 ® 0 = 0 ist jeweils gleich definiert.

Wir zeigen nur dass die Ordnungsrelation eine Totalordnung definiert: Reflexi-
vitdt, Antisymmetrie und Transitivitit sind klar. Es bleibt die Totalordnungseigen-
schaft zu zeigen. Seien (A;, By) und (As, Bs) verschieden, dann existiert entweder
by € By \ Bz oder by € By \ By. Analysieren wir den ersten Fall: b; ist also eine
untere Schranke von Bs, oder alle Elemente von Bs sind obere Schranken fiir b; und
damit fiir A;. Folglich By C Bj. Der zweite Fall ist analog womit die Totalordnung
von < auf R bewiesen wire.

Der wesentliche Schritt ist nun die Vollstindigkeit: sei M C R eine nach un-
ten beschrinkte Menge. Dann existiert (A4’,B") € R sodass (A’, B’) < M, oder
in anderen Worten, fiir alle (4,B) € M gilt B C B’. Damit gilt aber auch
(Na,Byem A, Uga, Byem B) dass ein Dedekindscher Schnitt. Weiters gilt dass dieses
Element eine untere Schranke ist, allerdings auch die grosste.

e Als kleine Ubung mit der Ordnungsvollstéindigkeit beweisen wir, dass zu
jeder Zahl § > 1 eine Quadratwurzel /& existiert: wir schauen dafiir die
Mengen {z € R| 1 <z <22 <§} und {x € R| y > 0, § < y?} an. Nach der
Ordnungsvollsténdigkeit liegt ein Element ¢ zwischen beiden Mengen. Zu

: : 2 _ 5o s bedd. T e
zeigen ist dass ¢® = ¢ gilt. Dazu verwenden wir £ := s iesgilt{ = c— T

und €2 — 6 = %. Wenn nun ¢ < 6, dann gilt £ > ¢, aber auch

€% < §, was der Definition von ¢ widerspricht. Analog fiir ¢ > §, weshalb
wir folgern dass ¢ = 6.

e Als Folgerung aus dem Archimedischen Prinzip beweisen wir, dass es fiir
je zwei reelle Zahlen a < b eine rationale Zahl r gibt mit a < r < b: zuerst
ist klar dass es fiir b — a > 0 eine natiirliche Zahl n gibt, sodass n > ﬁ.
Offenbar gibt es auch natiirliche Zahlen mq,ms > 0 sodass —m; < na <
me, womit wir aber unmittelbar schliessen konnen, dass es eine Zahl m € Z
gibt mit m — 1 < na < m, denn das Intervall {k € Z| —my < k < ma}
enthélt nur endlich viele Elemente. Damit erhalten wir aber: na < m <
na + 1 < nb und damit tut r = 7 das gewiinschte.

e Mit der vorigen Aussage kann man nun leicht beweisen, dass es zu jeder
reellen Zahl o und jedem € > 0 zwei rationale Zahlen r; < a < 7o gibt,
sodass 0 < a—r; < e und 0 < r9 — a < €. Dazu definieren wir die Menge
A:={reQ|r<a}und B:={r € Q| r > a}, dann gibt es ¢ € R mit
a < c<bfir alle a € A und b € B. Die Zahl ¢ ist eindeutig bestimmt,
denn gébe es eine zwei ¢; < ¢ mit derselben Eigenschaft, dann liegt eine
rationale Zahl dazwischen, die aber entweder in A oder B liegen muss, ein
Widerspruch. Das eindeutige ¢ muss deshalb das Supremum von A sein,
und gleichzeitig das Infimum von B und es muss mit « {ibereinstimmen.
Also gilt dass es rationale Zahlen r; < «a < 79 gibt, die a niher als ein
vorgegebener Abstand € kommen.

e Sei allgemeiner S ein Korper der die Axiome der reellen Zahlen erfiillt, dann
ist die Abbildung j: S — R,

a— ({reQlr<al, {reQ|r>a})

ein ordnungserhaltender und strukturerhaltender Isomorphismus, denn die
Abbildung ist injektiv und surjektiv. Injektivitéit folgt aus vorherigen Aus-
sage dass zu a < b eine rationale Zahl r existiert mit a < r < b, weshalb
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die Dedekindschen Schnitte im Bild verschieden sein miissen. Surjektivitéat
folgt aus dem Faktum, dass das Urbild eines Dedekindschen Schnittes zwei
Mengen von rationalen Zahlen in S sind, die genau eine Zahl « als Supre-
mum bzw Infimum bestimmen.

e Der Dedekindsche Schnitt (A, B), der v/§ entspricht ist durch

B:={recQ|2?>6, x>0}
gegeben.

2.2. Beziehung von Geometrie zu Analysis. Im weiteren Verlauf des Kapitels
2 haben wir Vektorrdume, Skalarprodukte, Normen und Distanzen auf R™ ken-
nengelernt. Teilweise werden dabei “geometrische Namen” fiir Begriffe und Sétze
verwendet. Das ist folgendermassen zu verstehen: die Axiome der (ebenen) eu-
klidischen Geometrie kénnen durch entsprechende Zuweisungen in der Menge R?
interpretiert werden, womit die Begriffe der (ebenen) euklidischen Geometrie eine
Bedeutung im R? erlangen. Der Begriff “orthogonal (senkrechte) Richtungen” kann
dann mit dem Begriff “orthogonale Vektoren” identifiziert werden. In diesem Sinne
ist die Namensgebung “Satz von Pythagoras” fiir das relativ einfache Theorem aus
der Analysis mit Vektoren im R? verstehen. Erst wenn man die vorher erwihnte
Identifikation bewiesen hat, kann man behaupten mit dem arithmetischen Satz von
Pythagoras den geometrischen bewiesen zu haben.

2.3. Abzihlbarkeit und Algorithmen. Als interessante Anwendung des Resul-
tates, dass die natiirlichen Zahlen sich bijektiv auf die ganzen und auf die rationalen
Zahlen abbilden lassen (1. Cantorsches Diagonalverfahren), aber sich nicht bijektiv
auf die reellen Zahlen abbilden lassen (2. Cantorsches Diagonalverfahren), kénnen
wir analysieren wie viele partielle Abbildungen es von den natiirlichen Zahlen auf
sich selbst gibt. Mit dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren ist die Antwort
einfach, namlich jedenfalls nicht abzihlbar viele.

Eine partielle Abbildung f : D C N — N ist eine Abbildung, die nur fiir eine
Teilmenge der natiirlichen Zahlen definiert ist. Sei nun f, : D,, C N — N eine
Abzihlung von partiellen Abbildungen. Dann ist aber die Abbildung

f(n):= fu(n)+1, falls n € D,,, und f(n) = 0 sonst

auch partiell (ja sogar total). Es muss also nach Voraussetzung ein m € N geben
mit f,, = f. Offensichtlich gilt f,,(m) # f(m), falls m € D,,, also ein Widerspruch.
Also m ¢ D,,, und f(m) = 0, was erneut ein Widerspruch ist, denn gleiche Abbil-
dungen haben den selben Definitionsbereich. Deshalb kann es keine Abzéhlung der
partiellen Abbildungen geben.

Im folgenden sind wir nicht prézise, obwohl es sich hierbei um den heikelsten
Punkt handelt. Es geht um das Auffassen von eines Computerprogrammes oder
Algorithmus (das heisst Input, einer algorithmischen Verarbeitung und Output)
als partielle (eigentlich partiell-rekursive) Abbildung. Formalisieren lisst sich das
mit dem Begriff der Turingmaschine, einem mathematischen Modell eines Compu-
terprogramms, das wir hier nicht prézise definieren werden, aber kurz anschaulich
beschreiben wollen: wenn man die Eingaben und Ausgaben von Computerprogram-
men als natiirliche Zahlen auffasst, dann ist jedes Computerprogramm eine partiell-
rekursive Abbildung, wobei die Partialitéit genau das Faktum modelliert, dass nicht
jeder Input einen Output nach endlicher Zeit liefert. Die Rekursivitit modelliert
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den algorithmischen Charakter der Verarbeitung, die ja durch ein endliches Pro-
gramm angebbar ist. Die Situation dass ein Algorithmus nicht anhélt beschreiben
wir als eternal Loop (EL). Da Computerprogramme endlich beschreibbare Vor-
schriften sind, ndmlich als in Code geschriebene Angaben, ist die Menge der Com-
puterprogramme eine hochstens abzdhlbare Teilmenge der Menge der partiellen
Abbildungen und damit eine echte Teilmenge aus Griinden der Kardinalitéit. Was
sind nun Kandidaten fiir partielle Abbildungen, die sicherlich keine Algorithmen
sind. Wir nehmen an, dass man aus Computerprogrammmen, durch einfache Ope-
rationen neue Computerprogramme bauen kann, die dann natiirlich auch wieder in
der gegebenen hochstens abzdhlbaren Menge liegen miissen.

Kann es zum Beispiel ein Computerprogramm (also eine partiell-rekursive Ab-
bildung aus der spezifizierten abzéhlbaren Teilmenge geben), das entscheiden kann,
ob ein anderes Computerprogramm (also irgendeine andere partiell-rekursive Abbil-
dung aus der spezifizierten abzihlbaren Teilmenge) bei Vorgabe eines bestimmten
Inputs anhilt oder in einen eternal loop verfillt? So ein Programm wiirde man
ELCH nenne fiir eternal loop checker. Nehmen wir an ELCH existiert, dann hat
ELCH einen Definitionsbereich, der aus Paaren von allen mo&glichen Inputs und
allen moglichen Computerprogrammen besteht. Der Output ist JA oder NEIN,
fiir “hélt an” oder “hélt nicht an”. Aus ELCH kann man eine weiteres Compu-
terprogramm A bauen, das wie folgt funktioniert: zu einem beliebigem Input I
und einem Computerprogramm P wird ELCH(Z, P) berechnet. Ist das Ergebnis
NEIN, dann bleibt das Programm stehen. Ist das Ergebnis JA, dann fillt das Pro-
gramm in einen eternal loop. Dieses Computerprogramm muss einerseits nach Vor-
aussetzung wieder in der vorgegebenen abzéhlbaren Menge liegen, andererseits gilt
ELCH(A, A) kann nicht NEIN sein, dann miisste das Programm A ja angehalten
haben, aber auch nicht JA sein, denn dann diirfte es ja nicht anhalten. In der Spra-
che der partiellen Abbildungen wiirde man sagen, dass es keine Abbildung ELCH
geben kann, die als Argumente eine natiirliche Zahl n und eine partielle Abbildung
f:D — N & F nimmt, wobei F eine wohldefinierte abzidhlbare Menge von partiel-
len Abbildungen ist, und deren Output 1 ist falls n € D und 0 sonst. Dann kénnte
man némlich eine weitere partielle Abbildung g bauen mit (n, f) € Dy genau dann
wenn ELCH(n, f) = 0. Es gilt aber ELCH(n, g) = 0 genau dann wenn n ¢ D, was
aber wiederum nach Konstruktion genau dann der Fall ist wenn ELCH(n, g) = 1.
Ebenso fithrt der andere Fall zu einem Widerspruch. Man benétigt fiir diesen Wi-
derspruch die Abzihlbarkeit von F, damit Elemente aus F als Input erlaubt sind
und die Erlaubtheit der obigen Konstruktion, wie g aus f gebaut wird. Beachte die
formale Ahnlichkeit zur Russellschen Antinomie.

Auf die Mathematik im engeren Sinne kann man eine #hnliche Uberlegung an-
wenden: falls es gelingt mathematische Aussagen durch Zahlen zu codieren (das
nennt man “Godelisierung” und das ist wieder der eigentlich komplizierte Schritt),
dann kann man fragen, ob es einen Algorithmus geben kann, der entscheidet ob
eine mathematische Aussage in dem formalen System ableitbar (beweisbar) ist,
oder nicht. Dieser Algorithmus wiére selbst ein mathematische Aussage (“die ma-
thematische Aussage n ist beweisbar oder nicht”). Analog zu obigem kann man
nun schliessen, dass ein solcher Algorithmus nicht existieren kann, weil man sozu-
sagen den die mathematischen Aussage, die diesem Algorithmus entspricht, in den
Algorithmus selbst einsetzen kann. Anders ausgedriickt: unter der Voraussetzung
der Konsistenz der Axiome eines formalen Systems, in dem man iiber natiirliche
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Zahlen sprechen kann, gibt es immer unentscheidbare Aussagen in diesem formalen
System, also Aussagen, die weder beweisbar noch deren Gegenteil beweisbar sind.
Ja man kann sogar noch weiter gehen: in jedem formalen System, in dem man iiber
die natiirlichen Zahlen sprechen kann, und in dem man einen Beweis fiir die Kon-
sistenz des Systems formal abgeleitet hat, muss notwendigerweise Inkonsistenz der
Axiome herrschen (Godelsche Unvollsténdigkeitssitze).

3. FOLGEN UND REIHEN

3.1. Grundlegendes. Es erscheint bei Kovergenzkriterien immer problematisch,
dass Konstanten oder Einschrankungen vorkommen. Dazu kann man folgenden Satz
beweisen:

Theorem 3.1. Eine reelle Folge (ay,),cy konvergiert gegen den Grenzwert a € R
genau dann wenn

JE >03M > 0V0 < é< Edmg € NVYm >mg : |ay, —a| < ME.

Beweis. Eine Richtung ist klar. Wir wollen nun zeigen, dass eine reelle Folge (ay,),, ¢y
die die zweite Bedingung erfiillt, auch konvergent ist. Sei € > 0, dann definieren wir
€ := min(e/M, E). Dann existiert ng := mg sodass fiir alle n > ng gilt:

N €
|an—a|SM€SMM:67
was zu beweisen war. O

Beim Heronschen Verfahren des Wurzelziechens (babylonisches Wurzelziehen)
wird rekursiv eine eindeutig gegebene Folge z,, konstruiert mit z; = ¢ > 1 und

e, . .
Tpy1 = “o5— flir n > 1. Wir erhalten

2 2
SR SO

was zu /¢ < zp11 < 7, und zu quadratische Konvergenz fiihrt. Quadratische
Konvergenz ist besonders schnell, da der quadrierte Fehler des vorhergehenden
Schrittes in den Fehler des folgenden Schrittes eingeht. Das heisst in einem Schritt
verbessert sich der Fehler von, e.g., ﬁ auf zumindest m.

Konvergente Reihen sind Limiten von (Partial-)summen von Folgengliedern, das
heisst fiir eine gegebene Folge (ay,),~, gibt es eine eindeutig definierte Folge von
Partialsummen durch die rekursive Vorschrift: Sy = 0 und Sn+1 = Sn + ant1, fir
n > 0. Umgekehrt gibt definiert man zu einer Folge (5,),,~, die Folge der ersten
Differenzen mit ag = 0 und @, 41 = Sp4+1 — Sy, fiir n > 1. Beide zueinander inversen
Operationen spielen eine grosse Rolle in der Analysis.

Konvergente Reihen kann man addieren, subtrahieren und mit einem Skalar
multiplizieren, das heisst

oo

Z(ak +cbg) = Zak -I-CZbk
k=0 k=0

k=0

gilt fiir alle konvergenten Reihen Y 72 ak, Y pebr und Zahlen ¢ € C. Bei Pro-
dukten bricht die Analogie mit endlichen Reihen aber zusammen! Die Abklarung
dieser Fragestellung gelingt mit dem Riemannschen Umordnungssatz.
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3.2. Der Riemannsche Umordnungssatz. Der Riemannsche Umordnungssatz
besteht eigentlich aus zwei Aussagen: einmal — wie im Skriptum von Michael Struwe
bewiesen — veréndert sich der Wert einer absolut konvergenten Reihe nicht, wenn
die Reihe umgeordnet wird. Andererseits, und das wurde in der Vorlesung nicht
gezeigt, kann weder vorgegebene Grenzwert S € R U {fo0} durch Umordnung
einer nicht absolut konvergenten Reihe erzielt werden, was wir nun hier beweisen
werden: nehmen wir eine Zahl S € R und eine nicht absolute konvergente Reihe
>0 o an. Dann sind die beiden Reihen

o0
>
n=0, an, >0
und
(o]
2 (—an)
n=0, a, <0

divergent. Wir lassen jeweils alle Folgenglieder weg, die verschwinden und erhalten
Y oksoPr =00 und >, qr = 00, zwei divergente Reihen mit positiven Gliedern.
Dann gibt es einen kleinsten Index ng sodass ZZ":O pr > S aufgrund der Divergenz
der Reihe »°,-,pr. Als néchstes konstruieren wir einen Index ni, ndmlich den

kleinsten Index, sodass
no ni
D P> ar<S
k=0 k=0

gilt. Im niichsten Schritt konstruieren wir den kleinsten Index ns > 0, sodass

no ni no

Zpk_ZQk+ Z pr > S

k=0 k=0 k=ng+1
gilt. Dieses Verfahren setzen wir rekursiv fort und erhalten eine Umordnung der
Reihe > ° ) a,. Diese Umordnung konvergiert aber gegen S, da nach Definition
die Folgenglieder gy, , Pn,, @ns, - - - die Abstand der Partialsummen von S nach oben
abschétzen (ab der Partialsumme Y /% pr — > 1L, qx). Diese Folgenglieder bilden
aber eine Nullfolge, womit die Aussage bewiesen ist. Analog kann man durch Um-
ordnung Divergenz gegen +oo erzielen, falls die die Reihe ZZO:() a, nicht absolut
konvergiert. Hiezu wahlt man ng sodass der Wert 1 iiberschritten wird, n; sodass
der Wert 1 wieder unterschritten wird, ny sodass 2 iiberschritten wird, etc. Das
fiihrt zu einer Umordnung, die gegen co konvergiert.

Im Falle von Produktreihen fithrt der Umordnungssatz zu folgenden beiden (sic!)

Aussagen, die man eigentlich trennen sollte:

(1) Sei (@mn)p n>o eine Folge mit Doppelindex. Falls die Reihe fiir eine
“Abz'a'uhlung”jdas heisst eine bijektive Abbildung, ¥ : N — N? absolut kon-
vergiert, dann fiir jede und all dies Reihensumme sind gleich. Man schreibt
fiir diese Summe ), ¢ Gmn.

(2) Sei (@mn)p.n>o eine Folge mit Doppelindex. Falls die Reihe fiir eine
“Abzéuhlung”i@b : N — N2 absolut konvergiert, dann stimmen die iterierten
Reihensummen mit Zm$n>0 QAmp iiberein, das heisst

D @ =2 (D amn) =3 (D amn).

m,n>0 m>0 n>0 n>0 m>0
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Beachte dass die iterierten Reihensummen keine Umordnungen im Sinne ei-
ner Abzéhlung im obigen Sinne sind. Falls umgekehrt - =0 (3, <0 [@mnl)
absolut konvergiert, dann folgt die absolute Konvergenz fiir eine und damit
fiir jede Abzdhlung ¥ : N — N2,

Die erste Aussage folgt aus dem Umordnungssatz. Die zweite Aussage bedarf
eines Beweises, der implizit auch im Skriptum verwendet wird: Nehmen wir zuerst
die absolute Konvergenz fiir eine Abzédhlung an, dann folgt sie fiir jede und damit
auch die “lexikographische Abz&hlung”

M  M+N
D (2 lamal) < D Jam]
m=0 n=0 m,n>0

fiir jedes M, N > 0. Die Ungleichung gilt folglich auch im Limes N — oco. Mit der
Eigenschaft

M M M
SO amnl) €370 amnl) € D Jamnl
m=0 n=0 m=0 n=0 m,n>0
und limps an\f:o (224:0 |@mnl) = > m.n>0 [@mn| folgt dann auch die Gleichheit

fiir die Absolutbetriage. Aus dieser Gleichheit folgt aber die Abschétzung

M 00

Z ( Z |amn|) —0

m=0 n=M+1

fir M — oo, woraus wir die Behauptung schliessen kénnen. Gilt umgekehrt die
absolute Konvergenz der iterierten Summe, dann folgt mit obigen Ungleichungen
die absolute Konvergenz einer Abzidhlung und damit jeder Abzéhlung.

3.3. Darstellungen von reellen Zahlen. Ein einfaches und interessantes Bei-
spiel fiir unendliche Reihen sind b-adische Entwicklungen zu einer natiirlichen Zahl
b > 2: wir schauen uns hier nur die Nachkommaentwicklung an, die Vorkomma-
entwicklung ist analog. Sei (z,),~, eine Folge von Zahlen, wobei zy € Z und
2 €{0,...,b—1}, fiir i > 1, dann konvergiert die Reihe

Zn

bn

n>0

absolut gegen eine reelle Zahl a. Diese Zahl schreiben wir haufig als zg, 212023 . . ..
Als ersten Schritt beweisen wir, dass es zu jeder Zahl a € R eine Reihe obiger Bauart
gibt, dann zeigen wir die Eindeutigkeit. Auf praktisch relevante Darstellungen gehen
wir hier nicht ein (Aufrunden, Periodizitéiten, etc). Sei a € R, dann existiert genau
eine Zahl zy € Z, sodass

zo<a<z+ 1.
Weiters verfahren wir mit Rekursion. Seien Zahlen z, . . ., z,, mit z; € {0,...,b—1},

fir 1 < i < n, fiir ein n > 0, konstruiert, dann existiert genau eine Zahl z,41 €
{0,...,b— 1} sodass

N

2

)Szn+l+1

2

Znt1 < b"“(a — Z

n
=0

(=
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gilt. Das folgt aus der Multiplikation von

n—1

n Zi
0<bd (a—zﬁ)—zngl,

i=0

mit b, wobei die Gleichung ja nach Konstruktion gilt.
Damit erhélt man eine Kandidatenfolge (z5),,, die aber offensichtlich den

gewiinschten Job tut, denn

i Zi zn +1

b )
i=0

fiir n > 0 gilt, woraus die Konvergenz unmittelbar folgt.

Die Eindeutigkeit der Darstellung gilt aus folgendem Grund. Seien zg, 2125 ...
und xg,z1x2 ... zwei Darstellungen der selben reellen Zahl a, dann gibt es ein
kleinstes m > 0, wo beide Darstellungen das erste Mal verschieden sind, sagen wir
Zm < zZm + 1 < x,y,. Folglich gilt

a=2zp,2122...<20,21...2m(b—1)(b—1)...
<zoyz1e- (Bm+ 10, <zoyx1... 200 < T, T122... = a,

da nicht alle z; fiir « > m gleich 0 sein konnen. Folglich die Eindeutigkeit.

3.4. Produktdarstellung der Exponentialfunktion. Ein weiterer interessan-
ter und bedeutender Satz ist die Produktdarstellung der Exponentialfunktion
. zZ\"
exp(z) = Jim (1+ ﬁ) ,

die wir hier in einer etwas allgemeineren Form wiedergeben. Sei ¢ : [0,6] — C eine
Abbildung mit gemeinsam mit Konstanten M < 0, § > 0, sodass

|exp(tz) — c(t)| < Mt
fir 0 <t < ¢ gilt. Dann folgt, dass

n

lim c(%) = exp(z).

n—oo
Der Beweis folgt aus dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion:
1\" n 1.
exp(z) —e() | < [(exp(2) —e(2) |

z
n n

Z k 1 n—k—1
n

I!Z exp(2) e(2)

Das folgt aus der Formel fiir Differenzen von Produkten komplexer Zahlen

ai...an —b = E ar...ap(@rs1 — bpg1)bpgz - - by,

die aus einem Teleskopsummenargument folgt.
Es gilt nun zwei Ungleichungen zu zeigen: die erste ist ausserordentlich einfach,
némlich

b (22)] < exp(2])
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fir z € C und 1 < k < n. Die zweite ist etwas schwieriger, ndmlich
n—k—1

|C(l)n_k_1} < |exp (LZ|) + M 71 | <exp(|z| + M)
n - n n2 - ’
@ |z |2 2|
z 1 z M zl+ M
o () + Mg s e () (L 20) s e (5 =),

was fiir z € C und 1 < k < n gilt. Folglich gilt

1." M
|exp(2) — (=) | < —5 xn x exp(|z]) exp(|2] + M),
was fiir n — oo gegen Null konvergiert.
Interessante Beispiele fiir ¢ sind ¢(t) := 1 + tz oder c(t) = 2.

4. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Im Bereich der Topologie hantieren wir das erste Mal mit abstrakten Mengen und
Mengensystemen. Dafiir benttigt man hiufig eine Aussage, die man als Auswahl-
axiom bezeichnet und auf die wir hier kurz eingehen mochten. Das Auswahlaxiom
wir oft mit AC abgekiirzt bezeichnet, was fiir Axiom of choice steht. Das Auswahl-
axiom ist unabhéngig von den bisherigen Axiomen der Mengenlehre und ist fiir den
Aufbau der Mathematik wichtig — wenn man darauf verzichtet, dann gibt es eine
Reihe (nicht konstruktiver) Resultate, die nicht bewiesen werden kénnen.

4.1. Auswahlaxiom. Sei (X;),.; eine Familie von nicht leeren Mengen, das heisst
eine Abbildung f : I — Y von einer Indexmenge I in eine Menge von Mengen Y
mit f(z) = X; # 0 fiir ¢ € I. Das Auswahlaxiom postuliert, dass es dann auch eine
Abbildung g : I — U X; gibt, sodass ¢(i) € X; gilt. Mit anderen Worten, dass es
eine Familie (7;),.; gibt mit z; € X; fiir i € I.

Dieses Axiom hat weitreichende Folgen auch wenn seine Formulierung auf den
ersten Blick harmlos erscheint. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Faktum, dass
jede beliebige Menge mit einer Wohlordnung ausgestattet werden kann, zum Zorn-
schen Lemma, zum Satz von Tychonoff, und vielen anderen bedeutenden Existenz-
aussagen der Mathematik. Seltsame Paradoxien lassen sich aus dem Auswahlaxiom
herleiten (sind aber oft nicht dazu dquivalent). Die Aussage des Auswahlaxioms ist
ihrem Charakter nach nicht konstruktiv, das heisst die Existenz der Auswahlabbil-
dung (oder anderer Strukturen) ist auf keine Art und Weise mit einer Konstruktion
verbunden.

5. STETIGKEIT

5.1. Die Eulersche Formel. Zuséitzlich zum Skriptum interessieren wir uns fiir
elementare Eigenschaften von trigonometrischen Funktionen: sei z € C eine kom-
plexe Zahl, dann definiert

exp(z) := Z T
§=0
den Wert der Exponentialfunktion als Wert der Potenzreihe. Wenn wir z = i¢,

eine rein imaginére Zahl, einsetzen, dann erhalten wir die Definition von Sinus und
Kosinus:

exp(i¢) = cos(¢) + isin(¢),
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was zu den Reihendarstellungen

cos@) = 3 oD
und
. >, 2t j
sn(6) = 3 gy Y

fiihrt. Elementare Eigenschaften sind in folgendem Lemma zusammengefasst:

Lemma 5.1. Fir alle ¢, ¢1, ¢ € R gilt:

(1) cos(¢)? + sin(¢)® = 1.

(2) cos(¢1 + ¢2) = cos(¢1) cos(dz2) — sin(¢1) sin(dz).

(3) sin(¢1 + ¢2) = sin(¢p1) cos(pz) + cos(¢p) sin(¢ps).

(4) Es existiert eine Zahl m > 0, sodass 5 die kleinste positive Nullstelle von
cos ist. Weiters gilt exp(2wi) = 1 und damit die Periodizitit der Exponen-

tialfunktion exp(i¢p + i2nk) = exp(ip) fir alle k € Z.
Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Additionstheorem mit

1 = exp(i¢) exp(—ip) = exp(i¢)exp(i¢) = | exp(ip)| .
Die zweite und dritte Aussage kann man direkt aus dem Additionstheorem exp(i¢+
ip2) = exp(ig1) exp(id2) ablesen, indem man entsprechend Real- und Imaginirteil
interpretiert.

Die vierte Aussage bendtigt etwas mehr Zeit: Sei M die Menge der positiven
Nullstellen von cos, dann ist M aufgrund der Stetigkeit von cos abgeschlossen (fiir
jede konvergente Folge von Nullstellen (yx) gilt, 0 = cos(yx) — cos(yo), also ist
auch der Limes yo eine Nullstelle). Aufgrund des Faktums cos(2) < 0 und des
Zwischenwertsatzes gilt ausserdem M # (). Damit ist das Infimum ein Minimum und
eine wohldefinierte positive Zahl. Wir bezeichnen diese Zahl mit 7. Offensichtlich
gilt cos (g
Nehmen wir an, dass sin (g

von sin auf dem Intervall [0, g] an einer Stelle 0 < x1 < 7 geben, da sin(¢) >

(1 —¢%/6) > 0 fiir 0 < ¢ < 1. An x; gilt aber folgende Uberlegung.
i h) — si h)—1 in(h

sin(ey +h) = sin(zy) _ sin(xl)i(cos( ) 1) +cos(a:1)7sm( )

h h h

falls h — 0 mit h # 0. Da an x; aber ein Maximum vorliegt, gilt bei Konvergenz
von links cos(z1) > 0, und bei Konvergenz von rechts cos(z;) < 0. Damit aber

cos(x1) = 0. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass 7 die kleinste postive
Nullstelle ist. Deshalb gilt sin (g) = 1 und weiters

) = 0, womit zwangsldufig aufgrund von 1. gilt, dass sin (g) = +1.

) = —1, dann muss es aber ein positives Maximum

— cos(z1)

exp (Ig) =i, exp (iﬂ') = —1, exp (IS?T() = —i, exp (i27r) =1.
O

Ausgestattet mit diesen Aussagen ist es leicht zu zeigen, dass sin : [ -5, g] —
[—1,1] eine streng monoton steigende Funktion, damit also bijektiv aufgrund der
Stetigkeit. Offenbar gilt sin(—n/2) = sin(37/2) = —1 und sin(7/2) = 1. Wenn
wir annehmen, dass diese Funktion nicht streng monoton steigend ist, dann gibt es

eine Zahl x und eine Folge hy — 0 mit hy > 0, z + h < /2y, fiir k¥ > 0, sodass
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sin(z + hy) < sin(z), fiir k¥ > 0, oder eine Folge hy — 0 mit hy < 0, —7/2 < z + hy,

fiir k£ > 0, sodass sin(z + hy) > sin(z), fiir £ > 0. In beiden Féllen folgt aber mit
< sin(z + hy) — sin(z)
> I

dass cos(x) = 0 gelten muss. Das ist nur am Rande der Fall, wo die Monotoniebe-

dingung aber offensichtlich erfiillt ist.
Damit gelangen wir zum Hauptsatz dieses Abschnittes:

— cos(z),

Theorem 5.2. Die Abbildung exp(i.) : [0, 2r[— S, ¢ — exp(i¢) ist bijektiv. St ist
hier die Menge der komplexen Zahlen mit Ldnge 1.

Beweis. Die Abbildung cos |, ] ist eine bijektive, streng monoton fallend Funktion
nach [—1,1], da cos(¢) = —sin(¢ — 7/2) gilt. Folglich gibt es zu jeder komplexen
Zahl z = z + iy € S mit y > 0 genau eine Zahl 0 < ¢ < 7 mit cos(¢) = = und
sin(¢) = y, da sin(¢) > 0 fiir 0 < ¢ < 7. Die Abbildung cos [ 2. ist eine bijektive,
streng monoton steigende Funktion nach [—1,1], da cos(¢) = sin(¢ — 37/2) gilt.
Fiir 7 < ¢ < 27 ist der Sinus aber nicht positiv und damit kénnen wir = + iy mit
y < 0 darstellen. Die Punkte £1 sind ebenso eindeutig dargestellt, da ja 27 aus
dem Definitionsbereich ausgeschlossen wurde. [

Dieses fundamentale Resultat fithrt zur Polarkoordinatendarstellung der kom-
plexen Zahlen: fiir jede komplexe Zahl z # 0 existiert ein Radius r > 0 und ein
“Winkel” 0 < ¢ < 27 mit z = rexp(ig). Mit der Polarkoordinatendarstellung lassen
sich viele Sachverhalte in komplexer Arithmetik bequem ausdriicken.

5.2. Das Gesetz der grossen Zahlen und der Weierstrasssche Approxima-
tionssatz. Zentral ist am Ende des Kapitels die Approximierbarkeit einer stetigen
Funktion auf [0,1] durch Polynome. Wir présentieren hier einen Beweis, der vom
Beweis im Skriptum verschieden ist, und der eine praktische Relevanz aufweist
(e.g. CAD). En passant beweisen wir dabei auch das schwache Gesetz der grossen
Zahlen. Wir teilen den Beweis in mehrere Schritte:

Beweis. Zuerst zeigen wir folgende Aussage: sei (.,.) ein Skalarprodukt am RY und
Y1, ...,Y, eine endliche Folge von Vektoren mit

Y;,Y;) =0 falls i # j und (V;,Y;) =02 >0
J

fiir 0 < 4,7 < n. Dieses Skalarprodukt definiert natiirlich eine Norm ||z|| := /(z, ).
Dann gilt dass der Abstand des arithmetischen Mittels % von der 0 durch
ﬁ gegeben ist. Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Satzes von Pythagoras,
i.e. der Orthogonalitéit der Vektoren, denn es gilt

Vit +Y, 2 1
(5.1) (HITH) ZE<Y1+'~-+YMY1+-~+Y71>

(5.2) iQ an Y, Y;)

Diese Aussage wenden wir auf folgende Situation an, wobei wir die Semantik der
Wahrscheinlichkeitstheorie verwenden. Hier erkennt man dass abstrakte Konzepte
auf allen moglichen Bereiche angewandt werden kénnen, zum Beispiel kann man
so die Anschauung der Geometrie in die Wahrscheinlichkeitstheorie iibertragen,
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und umgekehrt. Betrachten wir erneut RY und eine endliche Folge positiver Zah-
len pog,...,pNn mit ZLV:O pw = 1. Dann koénnen wir ein Skalarprodukt definieren,
némlich

N
V) = 3 puX(@)Y (@),

w=0
fiir Vektoren X,Y € RY™. Beachte dass wir hier die Koordinaten der Vektors X
mit X (w) schreiben, wobei w der Index ist. Diese Auffassung eines Vektors als
Funktion w — X (w) bedeutet natiirlich auch, dass wir mit konstanten Funktionen
rechnen kénnen und das tun wir auch ab jetzt: der Vektor X — u, wobei p eine Zahl
ist, ist durch die Koordinaten X (w) — p gegeben, fiir w = 0,..., N. Die Vektoren

nennen wir ab jetzt auch nicht mehr Vektoren, sondern Zufallsvariablen. Seien nun
Zufallsvariablen X, ..., X, gegeben mit immer gleichem Erwartungswert

N
EIX] =) puXi(w) =p
w=0

fur i =1,...,n. Weiters gelte, dass die Korrelationen verschwinden, das heisst

N
X — (X — )] = 3 pu(Xi(w) — 1) (X (@) — 1) = 0
w=0

falls 7 # j und die Varianzen sind konstant, i.e.

EI(X; — 1)) = 3 pul(Xu(w) — 0)* = 02

Dann koénnen wir die zuvor bewiesene Aussage direkt auf Y; := X; — p fiir i =
1,...,n anwenden. Aufgrund der Varianzaussage gilt
IYil| = o
und aufgrund der Korrelationsaussage gilt
(¥5,Y;) =0

falls i # j. Dann aber gilt

(||X1+---+Xn —u||)2 B (||Y1+---+Yn||)2 o

n n n

das arithmetische Mittel der Zufallsvariablen X7, ..., X,, konzentriert sich also an p,

dem Erwartungswert der einzelnen Variablen. Diese sehr bekannte Aussage heisst
schwaches Gesetz der grossen Zahlen und hat eine weitreichende Bedeutung in
Theorie und Anwendung.

Konstruieren wir nun ein konkretes Beispiel mit konkreten Zufallsvariablen und
einer konkreten Wahl des Skalarproduktes. Wir wéhlen n > 1 und definieren Q) die
Menge der Folgen (w(1),...,w(n)) wobei jedes w(i) € {0,1} liegt. Das kann man
auch auffassen als ein Schreiben der Indizes im Binérsystem beginnend mit 0. . .0,
0...01, etc. Sei 0 < p < 1, dann definieren wir

P = p#{k | w(k)=1}(1 _ p)#{l lw®=0} 0,
wobei die Hochzahl die Anzahl der Elemente im Vektor w z#hlt die 1 oder 0 sind.
Die Zufallsvariablen X; sind wie folgt koordinatenweise definiert:
Xi(w) :=1fallsw(i) =1, X;(w):=0fallsw(i) =0
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fire=1,...,n und w € Q. Das heisst der Wert der Zufallsvariable X; héngt nur
von der i-ten Stelle der Bin&rzahl w ab.

Wir miissen nun eine Reihe von Aussagen beweisen um die vorherigen Uberlegungen
anwenden zu kénnen. Zuerst zeigen wir dass ) ., pw = 1. Das gilt aber aufgrund
folgender Identitéiten

Y po= 3 prll w1l (q _ py#le®=0)

weN weN

= Z e Z p#{k\ w(k)zl}(l _ p)#{ll w(l)=0}

w(1)efo,1}  w(n)e{0,1}

= > > leg= + (1= P)lum)=0) - (Plugm=1 + (1 = P) ()=o)
w(l)e{o,1} w(n)€{0,1}

=(p+1-p)" =1.

Wir verwenden hier die Notation 1,,;—1 = 1 falls w(i) = 1 gilt und 1,4-1 = 0
falls w(i) = 0 gilt. Die Funktion 1 ;)—; testet sozusagen fiir jedes w, das eingesetzt
wird, ob an der Stelle ¢ eine 1 steht oder nicht. Damit gelingt es das Produkt

p#{kl w(k)zl}(l _ p)#{l | w(l)=0}
in den identischen Ausdruck

(Ploy=1 + (1 = p)luay=o) - - - (Plumy=1 + (1 = ) 1u(m)=o)

umzuformen. Dieser Ausdruck aber kann mit dem Ausmultiplizieren eines Binoms
hoch n in Zusammenhang gebracht werden. Die letzte Gleichung folgt nédmlich
aus der Tatsache, dass das direkte Ausmultiplizieren des Ausdruckes (p + (1 —
p))™ zu einer Summe von Produkten fithrt, wobei es fiir jedes w € §) genau einen
Summanden gibt. w gibt dann an, ob man an der i-ten Stelle ein p (entspricht der
1) oder ein 1 — p (entspricht der 0) im Produkt hat.

Analog kénnen wir die Aussage F[X;] = p beweisen.

> puXi(w) = 3 Xiwpt 1«07 (1 - py#UTO=0)

wEeN wEeN
_ Y Xl emmt (g Rl a0}
w@e{0,1}  w(n)e{0,1}
= Z X;(w)x
w(i)e{0,1} w(n)e{0,1}
X (Plu(iy=1 + (1 = P)lwgy=0) (Plu)=1 + (1 = p)lw)=o0) - - - (Plom)=1 + (1 = P)lum)=0)

+
- Z Xi(w)(Plogy=1 + (1 = p)lu)=0) X

X ( Z Z (Ploy=1 + (1 = P)luy=o) - - - (Pluy=1 + (1 = P)Lu(n)=0))
1)e{0,1} w(n)e{0,1}

= Z Xi(w)(Plu=1+ (1 = p)lui)=o0)
w(i)€{0,1}
=1p+0(1-p)=p
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Als dritte Aussage beweisen mit der obigen Summationstechnik dass
Bl(X;: — p)(X; — )] =Y pu(Xi(w) — p)(X;(w) — ) =0
weN
falls 7 # j und die Varianzen sind konstant, i.e.
E[(Xi — )] = > pu(Xilw) = p)* =p— p*.
weN

Ganz analog kénnen wir die Summation iiber die Indizes %, j vornehmen und alles
von i,j abhédngige herausheben. Die restlichen Terme ergeben jeweils 1 und wir
landen bei einer Summe von vier Elementen fiir ¢ # j und von zwei Elemten fiir
i = 7, namlich jeweils

> > (Xi(w) = p)(Xj(w) — p)x
w($)€{0,1} w(5)€{0,1}
X (pluy=1 + (1 = p)Lu(iy=0) (Plu)=1 + (1 = p)Lu(j)=0)
=(0-p)(0-p)(1—p)?+(0-p)1 p)(l p)p+
+(1=p)(0—pp1—p)+ 1 —-p)(A—-pp*=0

und
Z (Xi(w) = )’ (Pluy=1 + (1 = P)Luiy=o)
w(t)€q{0,1}
=0-p*Q-p)+A-p’p=p-p
Daraus folgt die Aussage, dass obiges geometrische Theorem fiir diesen Spezialfall
anwendbar ist. Dieser Spezialfall fiihrt aber direkt zu den Bernsteinpolynomen,

die wie folgt definiert sind: sei f € C°([0,1]) eine stetige Funktion, dann ist das
Bernsteinpolynom der Ordnung n zu f definiert als

Xi+...+ X,

)

Dazu miissen wir zuerst zeigen, dass dieser Ausdruck tatséchlich ein Polynom in p
ist. Das folgt aber umittelbar aus der Definition des Erwartungswertes, denn

X1+...+Xn)
n

Bu(f)(p) = E[f<

= f(Xl(UJ) +...+ Xn(w)>p#{k\ w(k)=1} (1 _ py#lI ] w(D)=0}

n
weN
_ Z f(#{k| w(k) = 1})p#{k|w(k):1}(1 _ py#ll =0}
n
weN
= Zf(%) (?)pi(l -p)"".
1=0

Am Ende bleibt uns zu zeigen, dass B,,(f) tatséchlich fiir grosse n die Funktion
f gleichméssig approximiert. Wir erwarten diese Aussage, da das arithmetische
Mittel % mit hoher Wahrscheinlichkeit den Wert p annimmt. Sei ¢ > 0,
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dann existiert ein 6 > 0 sodass fiir alle z € [0,1] gilt: |z — y| < ¢ impliziert
|f(z) — f(y)] < e. Wir definieren nun zwei Mengen A, B C Q.

A {wem |X1(w)+.7.1.+Xn(w) ) <5}

und

B {wem |X1(w)+.7.1.+Xn(w) ) 25}.

Dann gilt aber

70)~ B @) < 3 pul p (P2 Ty g

wEeN

_ pr‘f(Xl(w) + n “an(W)) _ f(p)’ + pr|f(X1<UJ) + n +Xn(w)) _ f(p)‘

wEA weB
<Y poet Y p2lfll

weA weB

‘Xl(w)+...+xn(w) —p|2
<e+ pr n52 2||f|‘oo
weB

(HM —pH)

et o 2011

2
p—p
< €+W2||f||oov

woraus wir das Resultat folgern kénnen, denn fiir grosse n wird der zweite Ausdruck
klein und p € [0,1].

5.3. Irrationalitit von 7 und Dichtheit von {exp(in)}, -, in S'. Wir zeigen
zuerst dass 7 eine irrationale Zahl. Interessanterweise ist der angegebene Beweis
relativ jung aus historischer Perspektive, insbesondere wenn man die Bedeutung
der Fragestellung bedenkt. Der Beweis ist indirekt. Nehmen wir an m# = p/q fiir
positive natiirliche Zahlen p,q > 1, dann ist das Polynom

fu(@) =2"(p - qz)"
ein Ploynom vom Grad 2n, fiir n > 1, mit Nullstellen 0 und 7. Aus f, kann man

ein Polynom g, bilden via
2n

gn = Z (_1)1f7(121)’
i=0
sodass gilt ¢/ + g, = f. Damit erhilt man aber sofort, dass h,, = g/, sin —g,, cos
die Eigenschaft h!, = fsin erfiillt. Damit folgt aber mit dem Mittelwertsatz, dass
es ein xy €]0, 7| gibt mit

h — hy,(0 0
Da f(7—x) = fn(—2) fiir 2 € R gilt, und g,(0) € Z, erhalten wir aber {iberraschenderweise,
dass

1 < gn(m) + 9 (0) < ﬂﬂnl,) :

was aber nicht fiir jedes n > 1 stimmen kann. Also ein Widerspruch.

T
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Aus dieser bedeutenden Aussage kann man nun mit einfachen Mitteln folgern,
dass die Abbildung n — exp(in), fiir n € N, injektiv ist und ein in S* dichtes Bild
hat. Die Injektivitit folgt aus der Irrationalitit von m, denn exp(im) = exp(in)
genau dann wenn m —n € 2nZ, was nur fir m —n = 0 gehen kann. Das Bild
der injektiven Abbildung n — exp(in) muss aber — aufgrund der Kompaktheit von
S1 — einen Hiufungspunkt haben, was wiederum bedeutet, dass es fiir jedes € > 0
natiirliche Zahlen k # [ gibt mit |exp(ik) — exp(il)| < e. In anderen Worten gibt es
fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl n # 0 sodass |exp(in) — 1| < e. Klarerweise ist
die Vereinigung der offenen Bille (Be(exp(inj))),-, aber eine offene Uberdeckung
von S' und so findet man fiir jedes € > 0 und jedes ¢ € [0, 27| eine natiirliche Zahl
J mit |exp(ing) — exp(ip)| < e. O

6. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

Als entscheidende erste wichtige Anwendung der Differentialrechnung sehen wir
lineare Differentialgleichungen erster Ordnung;:

6.1. Das Matrixexponential. Fiir die Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung ist das Matrixexponential das entscheidende Hilfsmittel zur all-
gemeinen Losung. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Wir verstehen die Menge der Ma-
trizen iiber dem Zahlkorper K = R oder K = C als einen K-Vektorraum der Dimen-
sion n?. Eine Basis dieses Vektorraumes ist durch Matrizen E;; = ((5“/(5]-]-/)1»,’],,:1"”7“,
fiir 4,5 = 1,...,n gegeben, wobei §;;; = 1 falls 4 = ¢’ und 0 sonst, das Kronecker-
Delta bezeichet. Dieser Vektorraum ist mit der Matrizenmultiplikation sogar eine
K-Algebra, insbesondere gibt es ein neutrales Element bezueglich der Multiplikati-
on, namlich

id = (ds5)
Im folgenden definieren wir die Operatornorm auf M, (K) und erhalten eine nor-
mierte Algebra. Diese Struktur erlaubt uns die Exponentialmatrix zu definieren. Sei
A € M, (K) eine n x n-Matrix, dann kénnen wir Elemente aus K™ als nx 1 Matrizen
auffassen (“stehende Vektoren”) und die Matrixmultiplikation Az ist definiert fiir
x € K". Das definiert eine (lineare) Abbildung x — Az auf K™ mit Werten in K.
Die Norm der Matrix A ist dann das Supremum der Abbildung = — || Az| auf dem
Einheitsball, das heisst

i,7=1,....n "

Al == sup ||Az]|.
l=l<1
Da die Abbildung = +— Az stetig auf K" ist, ist das Supremum ein Maximum und
insbesondere endlich. Die so definierte nicht negative reelle Zahl heisst Matrixnorm
ist und ist insbesondere eine Norm: es gilt naheliegenderweise | A|| = 0 genau dann
wenn A = 0. Ebenso ||A 4+ B|| < ||A]| + ||B]| und [|AA|| = |A|||A4]|| fiir A € K und
A, B € M, (K). Ausserdem gilt folgende Ungleichung fiir alle z € K",

[Az|| < [[Allll=[l,

indem man die Gleichung durch ||z|| dividiert falls z # 0 und damit die Defintion
erhalt.

Zentral ist folgende Ungleichung, die M,,(K) gemeinsam mit der Operatornorm
zu einer normierten Algebra macht:

Lemma 6.1. Fir A, B € M,(K) gilt: ||AB| < ||A|l||B]-
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Der Beweis folgt aus folgender Ungleichung,
[ABz|| < [|A[l[| B[] < [|A[[I Bzl

die fiir alle z € K" gilt.
Damit konnen wir das Matrixexponential definieren:

Theorem 6.2. Die Abbildung exp : M, (K) — GL,(K) mit
exp(A) = Z mn

i=0
ist stetig. Es gilt weiters ||exp(A)|| < exp(||Al]) fir alle A € M,(K). Die Reihe
konvergiert absolut beziiglich der Operatornorm und es gilt
d
7 exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A
fir alle t € R und A € M, (K).

Beweis. Sei A € M, (K) fix, dann gilt

oA A A
12 5= 2 5 =25 ~0

fiir m,n — oo aufgrund der Konvergenz von exp(]|Al|). Insbesonder folgt die be-
hauptete Ungleichung sofort. Wenn man die Reihe auf der Menge {A|||4] < p}
betrachtet, dann handelt es sich um eine gleichméssig konvergente Reihe von steti-

gen Funktionen A — f;(A) := ‘?—:, da

DI ED L=

fir m,n — oo. Mit der Gleichméssigkeit folgt aber die Stetigkeit. Schliesslich kann

die Potenzreihe
¥
i=0

gliedweise differenziert werden mit der entsprechenden Regel fiir die Ableitung. O

6.2. Jordansche Normalform. Wenn man die Frage nach der Berechnung eines
allgemeinen Matrixexponentials stellt, dann kann man probieren die Frage durch
Transformationen auf Normalformen zu lésen. Dazu benétigt man Wissen iiber
das Verhalten der Exponentialabbildung unter Transformationen und man bené&tigt
Wissen iiber die erreichbaren Normalformen bei allgemeinen Matrizen. Diese Fra-
gestellung wird in aller Allgemeinheit in der linearen Algebra behandelt. Trotzdem
geben wir hier mehrere analytische Techniken an, wie man zu Jordanschen Nor-
malformen kommt, sozusagen als Anwendung der analytischen Theorie auf lineare
Abbildungen.

Zuerst behandeln wir das Verhalten der Exponentialmatrix unter Transforma-
tionen:

Lemma 6.3. Sei A € M, (K) und T € GL,,(K), dann gilt
exp(T YAT) = T ' exp(A)T .

Beweis. Da (T~YAT)" = T—YA'T fiir alle i > 0 gilt, folgt mit der Stetigkeit der
Matrixmultiplikation die Aussage. ([
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Es gentigt also fiir eine gegebene Matrix A eine invertierbare Matrix 7" zu finden
sodass T~ ' AT von moglichst einfacher Form ist. Machen wir dazu zuerst eine ana-
lytische Uberlegung: sei A € M, (R) eine beliebige symmetrische Matrix, das heisst
ay; = aj; firi,j=1,...,n.

(1) Nehmen wir K™ mit der euklidischen Norm und betrachten die Funktion
x — (z, Az). Diese Funktion ist stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen.

(2) Auf S"~! hat diese Funktion zumindest ein Maximum an der Stelle z; €
Sn-t,

(3) Nehmen wir eine glatte Kurve ¢ ;] —¢, e[~ S™ ™! mit ¢(0) = 21 und ¢/(0) = v
mit (v, z1) = 0 und testen das Maximum aus. Solche Kurven gibt es: nimm
zum Beispiel eine schiefsymmetrische Matrix M mit Mx; = v und betrachte
c(t) = exp(tM)xy, zum Beispiel M = v{xy,.) —x1{v,.). Aus der Kriterium,
dass die erste Ableitung an z; verschwindet, folgt dann aber

(1, Av) + (v, Az1) =0,

also (Azy,v) = 0 fiir alle v € R™ mit (v, 21) = 0.

(4) Diese letzte Aussage impliziert aber dass es ein A\; € R gibt sodass Az; =
A1x1, also ist x1 ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A.

(5) Diesen Vorgang kénnen wir fortsetzen indem wir die Abbildung x — (x, Az)
auf

St {y € R"| (21,2) = 0}

einschriinken und dort eine analoge Uberlegung anstellen.

(6) Das fiihrt zu einer Folge von Vektoren zi,...,z, € S™"! mit Zahlen
A, dpund Az = Nz, i =1, .o nund (2, ;) = 6 furi, j =1,...,n.
Diese Relation ist aber nichts anderes als

TYAT = diag(A1, ..., \n)

mit der invertierbaren Matrix T := (z1,...,z,). Insbesondere gilt dass die
transponierte Matrix 77 von T' mit der inversen iibereinstimmt, das heisst
T ist eine orthogonale Matrix.

Folglich sind die Eigenvektoren Kandidaten fiir eine Basis, auf der die Matrix sich
besonders einfach verhilt. Das ist richtig, aber noch nicht das Ende der Geschichte,
denn im allgemeinen gibt es nicht genug Eigenvektoren zu einer Matrix A um den
gesamten Raum aufzuspannen. Das fithrt uns zum Begriff des verallgemeinerten

FEigenvektors, mit dem wir das Normalformproblem lésen werden. Wir setzen hier
K=C.

Definition 6.4. Wir definieren fiir A € K den Vektorraum
V(A) := Up>o Kern((4 — Xid)™)

und nennen thn den Raum der verallgemeinerten Eigenvektoren zum FEigenwert

A €K, falls V(X) # {0}.
Offenbar gilt, dass es fiir jedes A € K ein eindeutiges m(A) > 0 gibt, sodass
Kern((4 — Aid)"™) = v ())

und m(A) > 0 die erste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Wir kénnen nun
folgendes einfache Lemma beweisen:
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Lemma 6.5. Sei \ # pu, dann gilt V(\) NV (u) = {0}. Weiters gilt AV(\) C
V(A) und die Abbildung A — pid ist auf V(X) bijektiv fir p # X (Invarianz und
Injektivitit).

Beweis. Fixieren wir A € K. Sei v € V(\), v # 0, dann gilt (A — Aid)™ My = 0,
und m(A) > 1, folglich aber auch

(A= Xid)™ M4 = Aidyw =0,

also Av — Av € V() nach Definition. Damit liegt aber auch Av € V().

Als néchstes beantworten wir die Frage ob A — pid bijektiv auf V(\) ist, falls
i # X. Wire es nicht bijektiv, dann gibt es ein 0 # v € V(\) mit (4 — pid)v = 0.
Sei k > 0 die grosste natiirliche Zahl mit w = (4 — )\id)kv # 0, dann gilt aber

Aw = dw und Aw = pw,

ein Widerspruch. Die zweite Gleichung folgt, da A—pid mit (A — A id)]C kommutiert.

Sei u # A. Die erste Aussage ist dann eine einfache Folgerung aus der Tatsache,
dass v € V(A) N V() im Kern einer Abbildung der Form (A4 — )\id)m()‘) liegen
muss, die aber auf V(i) bijektiv ist, somit gilt v = 0. O

Aus diesem Lemma folgt, dass Vektoren v; € V/(\;) fiir i = 1,...,n, mit A; # A},
flir ¢ # j mit v1 + ...+ v, = 0 alle verschwinden miissen.

Offenbar kénnen dann aber nur endlich viele Rdume V(A) # {0} sein, da es
die Vektoren aus V/(A) fiir verschiedene A linear unabhéngig sein miissen. Die als
endlich erkannte Summe aller Vektoren in den V() bezeichnen wir dann mit

S=Pvm.

AeK

Das fiihrt uns zu einer weiteren wichtigen Frage, ndmlich ob (A — Xid)™v € S liegen
kann, falls v ¢ S und ein m > 0. Nehmen wir einen Vektor v ¢ S und nehmen wir an,
dass (A — Xid)™v = vg € S. Dann gibt es aufgrund der Bijektivittaetseigenschaft
auf den V(p) fiir p1 # X zwei Vektoren v; € S und vy € V() sodass

(A= Xid)"v = (A = Xid)"v1 + v
woraus aber folgt
(A= Xid)™ TNy — vy) =0,

also v — vy € V(A) nach Definition von V(A) und somit v € S, ein Widerspruch.

Ausgeriistet mit diesen Uberlegungen kénnen wir folgende zwei Frage beant-
worten: erstens, ob sich jeder Vektor als Linearkombination von verallgemeinerten
Eigenvektoren schreiben lisst und, zweitens, ob wir die Nilpotenz von (4 — Aid)
gut verstehen kénnen.

Theorem 6.6. Jeder Vektor ldsst sich eindeutig als Summe von verallgemeinerten
FEigenvektoren schreiben.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der Vektorraum @, x V(A) aller Summen aus
verallgemeinerten Eigenvektoren mit K" iibereinstimmt. Nehmen wir an es gibe
v € K" mit

S:=v¢ @ V(N

AekK
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Es muss dann aber jedenfalls einen Index n > 0 und Zahlen ay,...,a,, a, = 1
geben, sodass
ap+a1Av+...+a, A" € @V()\),
AEK
denn sonst kénnte man die Dimension des Systems von Vektoren beliebig erhéhen.
Das Polynom ag + a1z + ... + a, 2™ hat nun eine Faktorzerlegung Hle (z— i)™,
mit p; € K und r; > 1. Somit gilt

k
(A—piid)"ve GV ).

Aek

K3

Da die Abbildungen (A — u;id)"™ jeweils den Vektor v ¢ S iiberfiihren in einen
neuen Vektor (A — p;id)"*v erhalten wir einen Widerspruch.
Die Eindeutigkeit folgt sofort dann mit dem vorherigen Lemma. O

Auf die Nilpotenz mochte ich hier nur kurz eingehen. Man kann sich leicht vor-
stellen, dass sich aus der Struktur von

Kern((4 — Aid)™™) = V(A)

Jordankéstchen J; = Aid +N; aufbauen lassen, wobei N; eine Matrix mit Nullen
ausser in der ersten oberen Nebendiagonalen ist, also die Form

0 1 0 ... 0
0o . 1 0

0 . .0
T
0 ... ... 0 0

hat. Nehmen wir einen Vektor
v € Kern((A — Xid)™) \ Kern((4 — Aid)™ ")
fiir ein m > 1. Dann gilt dass
T = 0,29 = (A= Xid)v, ..., 21 = (A= Xid)™ v
linear unabhéngig sind und
Axy, .. yxm) = (21, .., T ) (Ad +N)

gilt. Insbesondere sieht man, dass die Anzahl der Jordankéstchen der geometrischen
Vielfachheit entspricht. Die Summe der Dimensionen der Jordank#stchen muss der
algebraischen Vielfachheit entsprechen aus Griinden der Dimensionalitét.

In Dimension n = 2 gibt es nur zwei verschiedene Normalformen, ndmlich

A0

0 A
A1

0 M ’

wobei es im zweiten Fall nur einen Eigenwert A\; geben kann.
Mit dem Transformationssatz fiir Matrixexponentiale und der Nilpotenz von

N konnen nun Matrixexponentiale von allgemeinen Matrizen A leicht berechnet
werden.

oder
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6.3. Das Zweikodrperproblem. Das Zweikorperproblem ist instruktiv fiir den
Umgang mit nicht-linearen Differentialgleichungen, die im Gegensatz zu linearen
Differentialgleichungen weder eine allgemeine Losungsformel erlauben noch Lésungen
fiir alle Zeiten im allgemeinen existieren. Ausserdem ist die Losung des Zweikorper-
problems ein schones Beispiel fiir Methoden der Analysis 1 angewandt auf ein kul-
turgeschichtlich bedeutendes Problem.

Das klassische astronomische Zweikrperproblem befasst sich mit der Bewegung
zweier zweier Punktmassen im gegenseitigen Gravitationsfeld. Wir erhalten nach
den Newtonschen Gesetzen folgende Differentialgleichungen fiir die Bewegung der
beiden Punktmassen:

xr1 — To T2 — T1

fl = — —-Gm

2 3742 17 3>
|21 — 2] |z1 — 22|

wobei wir jeweils die Masse des angezogenen Koérpers my bzw mo auf beiden Sei-
ten gekrzt haben. Als ersten Schritt fithren wir neue Koordinaten, nimlich den
gegenseiten Abstand ¢ = z1 — 22 und den Schwerpunkt

R = (m1$1 + m2$2)/(m1 + mg) .

des Systems ein. Glatte Kurven gehen klarerweise durch diese linear Transforma-
tion in glatte Kurven iiber, folglich erhalten wir durch entsprechende Addtion der
gegebenen Differentialgleichungen

R=0,G=—-cM—L
lall
wobei M := mj + mo die Gesamtmasse bezeichnet. Die gleichférmige Bewegung

des Schwerpunktes ist nichts anderes als der Impulserhaltungssatz.

Nun haben wir bereits eine Reduktion der Dimension des Systems erster Ordnung
auf 6 Dimensionen durchgefiihrt. Das verbleibende System entspricht der Bewegung
eines Punktes mit Masse M in einem Gravitationszentralfeld.

Es gilt nun weitere Erhaltungsgrossen zu finden, um die Dimension des Systems
weiter zu reduzieren: dazu schreiben wir das System als System erster Ordnung auf

Q:={(q,p) €R® |g # 0}

. . q
i¢=p, p=-GM——s
llal
und wir definieren am Phasenraum € zwei Abbildungen, ndmlich die Energie
> oM
E((Lp) = 5 T T
2l
fiir (¢, p) € Q und den Drehimpuls
L=q¢xq,

fiir (q,p) € 2. Beide Funktionen sind entlang der Losungen der obigen Differential-
gleichungen konstant und erlauben eine Reduktion der Dimension des Systems um
weitere vier Dimensionen. Das iiberpriift man leicht durch Nachrechnen.

Man kann also das Koordinatensystem erneut linear transformieren, sodass die
Bewegung des Systems in einer mit Polarkoordinaten parametrisierten Ebene er-
folgt. L steht nun fiir die Linge des Drehimpulsvektors, der parallel zur z-Achse
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ist, ¢, = rcos(¢), ¢, = rsin(¢) fur r > 0 und ¢ € R. Glatte Kurven gehen erneut
auf glatte Kurven {iber und wir erhalten fiir das neue System

.. 1
i —rd=—GM=,
.
d (4
4 (%) =0,
d (., L* GM
dt<7“+zr2‘ ; )—0

Gibt man die Werte fiir die beiden Konstanten der Bewegung F und L # 0 vor,dann
kann man die Gleichungen l6sen.

Die Idee ist anstatt der Zeit den Winkel als Parametrisierung zu verwenden, was
funktioniert falls

. L

¢ = 772 3"é 0
Wenn man die Gleichung auf Ableitungen nach ¢ umschreibt, unter Beibehaltung
des Funktionszeichens fiir den Radius (wie es in der Physik iiblich ist) dann erhalten

wir
L? (v GM
E = — _— 1 -
2r2 (7‘2 + > r
Die Bahnkurve, die diese Gleichung lst, ist, wenn man die Willkr in der Wahl des
Winkels ¢ so ausnutzt, dass die grosste Anndherung an das Zentrum bei ¢ = 0
liegt, von der Form

p
r(¢) = H—Tos((b)’

wobei man durch Einsetzen nachrechnen kann, dass fr die beiden Parameter
12
P=am

und
, 2EL?
- GPM?
gelten muss. Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts mit numerischer Exzentri-
zitdt €. Die Rechnung ist auch im Sage-worksheet gravitation.sws implementiert.
Ist die Gesamtenergie negativ, dann ist die Bewegung geschlossen, dh es gibt
einen maximalen Abstand p/(1 — €) vom Zentrum da €2 < 1. Es handelt es sich bei
der Bahn in diesem Fall um eine Ellipse (Kreis), in deren einem Brennpunkt das
Zentrum liegt und deren grosse Halbachse a = p/(1 — €) ist.
Ist die Gesamtenergie positiv, so ist die Bahn eine Hyperbel mit kleinstem Ab-
stand p/(1 + €) vom Zentrum. Der Grenzfall mit Energie E = 0 bzw € = 1 ist der
einer Parabel, deren kleinster Abstand vom Zentrum gerade gleich p/2 ist.

€ +1

7. INTEGRATION

Das Kapitel Integration beschéftigt sich mit Riemannscher Integration und Dif-
ferentialgleichungen. Integration wurde als “Umkehrung” der Differentiation ein-
gefiihrt, aber auch als Grenzwert Riemannscher Summen erkannt. Auch wenn die
Theorie der Riemannschen Integration einige Fragen offen ldsst (Stichwort: Integra-
tion jenseits der Stetigkeitsannahmen), so stellt sie doch ein sehr starkes Instrument
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dar mit dem viele Erkenntnisse und Methoden der reellen Analysis verstanden wer-
den konnen: als instruktiv erweist sich dabei der Satz von Taylor und die Herlei-
tung des Integralrestgliedes. Da die in der Vorlesung présentierte Herleitungstechnik
beim mehrdimensionalen Taylortheorem eine grosse Rolle spielen wird, wird der Be-
weis erst in Sektion 8 gezeigt werden. Hier folgen noch ein paar Bemerkungen zu
Differentialgleichungen.

Wir konnten durch Umformulierung der gewohnlichen Differentialgleichung er-
ster Ordnung

W (t) = f(t,u(t)), ulto) = uo

mit f: R x R™ — R"™ in eine Integralgleichung der Form

u(t) = u(0) —|—/t f(s,u(s))ds

die Anwendung eines Fixpunktsatzes ermoglichen. Unter geeigneten Annahmen an
das zeitabhdngige Vektorfeld f, namlich lokal Lipschitz in u lokal gleichméssig in
der Zeit t, gelang es dann lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Inte-
gralgleichung und damit der Differentialgleichung zu beweisen. Genauer gesagt gibt
es zu jedem Anfangswert ug und zu jedem Anfangszeitpunkt ¢y einen Zeithorizont
T = T(ug, ty) sodass fiir Startwerte u; in einer Umgebung von ug und Anfangszeit-
punkte ¢; in einer Umgebung von tq eindeutige C'-Losungen u = u(.;uy,t;) der
Differentialgleichung existieren mit w(t1) = u(t1;u1,t1) = u1, und zwar auf dem In-
tervall [t1,t; + T]. Hier ist es besonders wichtig zu erkennen, dass der Zeithorizont
auf einer moglicherweise kleinen Umgebung von ug gleich gewahlt werden kann. Im
Gegensatz zur Vorlesung notieren wir auch den Startzeitpunkt ¢; mit, vor allem
um das folgende Anneinanderreihen verstdndlich zu machen:

Wenn man auf kleinen offenen Mengen den Zeithorizont uniform wéhlen kann,
dann auf allen kompakten Mengen. Insofern kann die Losung einer Differential-
gleichung, solange sie eine vorgegebene kompakte Menge nicht verldsst, auf immer
grosseren Intervallen definiert werden. Sei u(.;0,up) die Lésung zum Anfangswert
up und zum Anfangszeitpunkt 0 auf dem Intervall [0, T], das der kompakten Menge
Bpry2(0) mit |ug| < R/2 zugeordnet wurde. Falls |u(T;0,u0)] < R/2, dann kann
man dort erneut eine Losung w(.; T, u(T;0,ug)) der Differentialgleichung zum An-
fangswert uy := u(T';0,up) und Startzeitpunkt ¢t; = T finden, und zwar auf dem
Intervall [T, 2T. Dieses Verfahren kann man solange fortsetzen, solange der Ball mit
Radius R/2 nicht verlassen wird. Aus diesem Gedankengang schliesst man, dass die
Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung unter obigen Lipschitzannahmen
entweder eine unendliche Lebensdauer hat, oder aber explodiert.

8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"

Es wird hier noch der Beweis des allgemeinen Taylortheorems nachgeholt: in
Dimension n = 1 erhalten wir durch Anwendung der Formel

fzo+s1(z1—x0))—f(x0) = /(1 I (wo+s2(x1—20))(v1—20)ds20 < 81 < 1, zg, 21 € T
0

auf sich selbst den Taylorschen Satz. Sei f € C™(I) fiir ein offenes Intervall I,
m > 1, dann gilt

m—1

fla) =) Wf(i)(xo)er/o (1= 50)" " f0 (@ots1 (21 —0))ds1 -

P (m—1)!
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Wir beweisen die Aussage mit Induktion. Offenbar gilt sie fiir m = 1 nach dem Fun-
damentalsatz der Differential- und Integralrechnung. Wir setzen nun voraus dass sie
fiir m > 1 gelte und beweisen sie fiir m + 1. Dazu wenden wir den Fundamentalsatz
auf

1/t —
m / (1 —s1)™ " f™) (20 + s1 (21 — 20))ds1
0

an, was zu folgender Umformung fithrt:

m / s1)™ ™ (2o + s1(21 — 20))ds1

oy [ a0 s

1 s
+ ﬁ/o (1- 51)m71/0 SO (@0 + sa (w1 — wo)) (w1 — wo)dsadsy =

1 1 ! m (m
:%f(m)(l‘o) + %/0 (1 — 31) f( +1)($0 4 31($1 _ xo))dsl

mit partieller Integration. Aus der Integralform des Taylorschen Theorems kann
man nun leicht die verschiedenen bekannten Restglieder herleiten. Wir leiten das
allgemeine Schlomilchsche her: dazu spalten wir das Restglied in Integralform fiir
1 <p<mauf

1
/0 (1- sl)mflf(m) (o + s1(w1 — x0))dsy

1
:/ (1—51)""P(1 = 51)" f™) (20 + s1(21 — 20))ds:
0
1 m—p s(m
= =00 o + 01 — 0).
und verwenden folgenden verallgemeinerten Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen
fy9:[0,1] = R, g > 0: es existiert ein 0 < 6 < 1 sodass

/0 f()als)ds = £(0) / g(s)ds.

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem Faktum dass der Wert des Integrals zwischen
min f fo s)ds und max f fo s)ds liegt.

Damit erhalten wir den Satz von Taylor mit Schlémlichschem Restglied fiir 1 <
ps<m

m— 1

=5 ) o) + LI (1 0 ) g 461~ ).
1=0 . .

Fiir p = m erhalten wir das Lagrangesche Restglied, fiir p = 1 das Cauchysche.

9. INTEGRATION AM R"™

Der Satz von Stokes in seiner modernen Form fasst eine Reihe von Séitzen der
Vektoranalysis zusammen. Man kann das Theorem leicht verstehen wenn man sich —
ausgehend vom Substitutionstheorem — auf die Suche nach geeigneten Integranden
und nach der entsprechenden Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential-
rechnung macht.
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Die Erkenntnis des Substitutionstheorems ist, dass ein Koordinatenwechsel durch
Multiplikation des Integranden mit dem Betrag der Funktionaldeterminante erfolgt.
In anderen Worten: ein Integrand wird durch ein geometrisches Objekt beschrieben,
welches bei Koordinatenwechseln durch Multiplikation mit der Funktionaldetermi-
nante transformiert. Solche Objekte sind Differentialformen, allerdings nur wenn
man eine Orientierung festlegt:

Definition 9.1. Wir bezeichnen den Vektorraum der k-multi-linearen, schiefsym-
metrischen (alternierenden) R-wertigen Abbildungen mit A*(R™), k =0,...,n. Ins-
besondere meinen wir A°(R™) = R. Wir konnen folgende natiirliche algebraische
Struktur betrachten: fiir wy € AF(R™) und wy € AY(R™) bezeichnet

w1 A w2(U17 vy Uky U1,y - - 7Uk+l) =
1
m Z Sgn(ﬂ-)wl (Uw(l)a s 7v7r(k))w2(v7'r(k+l)a v 7U7T(k+l))
TES K

das Dachprodukt der beiden multilinearen Abbildungen, eine k+I[-multilineare, alter-
nierende Abbildung. Zentral ist die einfach zu sehende Schiefsymmetrie des Dach-
produktes:
w1 N\ wg = (71)MWQ N wq 5
da man beim Vertauschen des Produktreihenfolge das Signum der Permutation
(..., kk+1,.. . k+) = (E+1,...;k+1,1,...,k)

berechnen muss, welches (—1)kl ist. Mit Hilfe des Dachproduktes kénnen wir eine
Basis der endlich-dimensionalen Vektorriume A*(R™) konstruieren. Sei dafiir (5j)j
dual zur kanonischen Basis (e;);, dann gilt dass jede k-multilineare Abbildung w
durch die Koeffizienten

wW(€yyeny€iy) =1 Wiy 4
firl<i; <...<ix <n eindeutig bestimmt ist und wir die Basisdarstellung
w = Z wilmikéil /\.../\(Sik

1<ii<..<ig<n

erhalten.

Bemerkung 9.2. Die Existenz und Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt aus der
Formel

<5i1 VANAAN (57;"')(’1)1, - ,’Uk> = Z SgD(ﬂ')(Sil (Uﬂ-(l)) L. 5Zk (Uvr(k)) s
TES

fir 1 <iy; < ... < i < n, die leicht aus der Definition des Dachproduktes folgt.
Damit erkennt man dass

(6 AL A (v, .., vg) = det((6Y (”l)1§j,lgk)
gilt, was den Zusammenhang von Dachprodukten und Determinanten erklért.
Proposition 9.3. Seiw eine n-Form am R™ und A eine Matrix, denn gilt
w(Avy,. .., Av,) = det(A)w(vy,. .., v,)

fiir alle Vektoren vy, ...,v, € R™.
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Beweis. Es geniigt die Aussage auf der kanonischen Basis e, . .., e, zu zeigen: Auf-
grund der Schiefsymmetrie und der Linearitdt gilt aber
n
w(Aeq, ..., Ae,) = Z @iyl - Qi (€4y ey )
i1yeeeyin=1

Nun ist aber w(e;,,...,e;,) = w(er,...,e,)sgn(m) genau dann wenn i; = m(j),
j=1,...,nfiir (genau) eine Permutation 7 € &, gilt, sonst gilt w(e;,,...,e;, ) =0.
Damit folgt die Aussage mit der Definition der Determinante. ]

Definition 9.4. Sei U C R" offen, dann heisst
= w(r) = Z Wiy i (x)dx™ AL LA dat
1<ir<...<ip<n

eine Differentialform vom Grad 0 < k < n der Klasse C™, oder einfach k-Form
der Klasse C™, falls die Koeffizienten x — w;,. i, () von Klasse C™ sind fiir alle
1< <...<i <n.

Definition 9.5. Seiv): U C R® = V C R? eine O™ -Abbildung, und sei w eine
k-Form der Klasse C™ auf V', dann heisst die k-Form der Klasse C™ auf U

(W w)(@)(ve, - vk) i= w(@ (@) (d(z)vy, .. ., dip(x)vr)

der Pullback von w entlang von 1. Offensichtlich gilt ¥* (w1 Aws) = (Y *w1) A (Y*w2)
fiir alle Formen wy, wa (das Dachprodukt ist natiirlich beziiglich Pullbacks). Weiters
gilt ebenso dass v*f = f o und Y*df =d(f o).

Proposition 9.6. Sei durch
w(y) = fy)dy' A... A dy"

eine k-Form auf einer offenen Menge V. C R* gegeben, und sei ) : U — V eine
C-Abbildung, dann gilt

Yrw(z) = f(¥(x)) det(dp(z))dzt A .. A da® .
Beweis. Mit Proposition 9.3 erhalten wir
Vrw(x)(er, ... en) = fF@)(dyt A  Ady®)(dy(x)ey,. .., dip(x)er)
= f(¥(x)) det(dip(x))(dzt A ... Adz®)(er,. .. er),

was wir beweisen wollten. Beachte in diesem Beweis, dass im Tangentialraum von
y = 9 (z) die Formen dy' dual zur kanonischen Basis sind, ebenso sind die dz7 dual
zur kanonischen Basis im Tangentialraum an . Wenn man die beiden Riume als
R* identifiziert, dann sind auch diese beide Formen identisch, was die Anwendung
der Proposition erlaubt. (I

Bemerkung 9.7. Man kann Integration nun auch ausgehend von Differentialformen
definieren, indem man die Form an Punkten x; auf “tangentiale” Quader @Q; an-
wendet und — analog zu Riemannschen Summen — einen Grenziibergang macht. Die
Operation ist dann eine geometrische wenn sie nicht von der Wahl der Koordinaten
abhéngt, was bedeutet, dass der Koordinatenwechsel durch Multiplikation mit der
Funktionaldeterminante erfolgen muss.

Weiters benotigen wir den Begriff der dussere Ableitung:
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Definition 9.8. Sei w eine k-Form der Klasse C™ !, dann definiert
T Z dwi,. i () Ndz™ A ... A da™
1<i1<...<ix<n
eine k + 1-Form der Klasse C™. Da d(¢¥*f) = *df folgt die Natiirlichkeit der
Definition, das heisst
d(Y*w) =Y dw.
Bemerkung 9.9. Wir schreiben hier den Beweis fiir die Natiirlichkeit der #usseren
Ableitung noch genauer auf: mit der Definition der dusseren Ableitung folgt unmit-
telbar, dass fiir eine k-Form w; und eine [-Form wo
d(w1 AN UJQ) = dw1 N wg + (—1)kw1 A d(.JQ

gilt, aufgrund der Produktregel und des Faktums, dass man die Ableitung der
Koeffizienten von ws durchtauschen muss, und zwar k-mal. Weiters gilt fiir C?-
Funktionen f, dass d>f = 0, da

n 9 ' n 92 _ 4
2p A 7 i _
f = d(;:1 amif(x)das )= | E oo f(x)dx* Ndx' =0

i,j=1

aufgrund der Symmetrie der Hessematrix von f und der Antisymmetrie von dz® A
dx?. Daraus folgt aber sofort dass fiir jede Form w gilt d?w = 0, da dw eine Summe
von Produkten von Ableitungen von Funktionen ist. Weiters erhalten wir

(9.1) A w) = > (Wi, o) A dat AL A da')]

1<i1<...<ix<n

(9.2) = > Yrdwi, g, ANPT(dz A LA dxt)
1<ig <...<ipg<n
(9.3) =" dw

da die dussere Ableitung des Teiles nach dem ersten Dachprodukt in der ersten
Zeile verschwindet.

Ezample 9.10. Aussere Ableitungen sind einfach zu berechnen: sei w(z, y) = cos(z+
y)dx + sin(z + y)dy, dann ist die dussere Ableitung durch die 2-Form

dw(z,y) = (—sin(x 4+ y)dx — sin(z + y)dy) A de+
+ (cos(z + y)dx + cos(x + y)dy) A dy
= (sin(x + y) + cos(x + y))dz A dy.

Als technisches Hilfsmittel zur Definition von Integralen iiber k-Formen auf k-
dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten mit Rand benotigen wir den Begriff der Zer-
legung der Eins.

Definition 9.11. Sei k > 1. Eine Menge S C R™ heisst k-dimensionale Teilman-
nigfaltigkeit mit Rand 05 der Klasse C™ falls es zu jedem Punkt py € S eine offene
Menge pg € W C R™ und einen Diffeomorphismus 1 : W — V der Klasse C™ gibt,
sodass
Y(WNS)=VNRe x R¥1 x {0}.

Man nennt W (gemeinsam mit 1) eine Kartenumgebung von py € S, ¢ eine
Karte und ¢ = (Y|wns) ' die zur Karte gehérende Immersion. Falls 1(py) €
O(R<o x RF=1 % {0}) = {0} x RF"1 x {0} zu liegen kommt, dann heisst py ein
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Randpunkt von S. Die Menge aller Randpunkte 0S ist eine k — 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit der Klasse C™ mit durch v induzierte Karten.

Sei S eine kompkate k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Rand 0S und sei
(Wi);—1. i eine endliche Uberdeckung von S durch Kartenumgebung. Dann heisst

eine Familie von C™-Funktionen (gi)izl,...,K am R™ eine zur Uberdeckung subor-
dinierte Zerlegung der Eins, falls jedes g; > 0, jedes g; kompakten Trager hat, der
jeweils in einer Kartenumgebung liegt, und ), g; =1 gilt.

Eine Orientierung eines Vektorraumes V ist durch eine geordnete Basis (e, ..., ey)
gegeben. Zwei Orientierungen heissen gleich wenn der Basiswechsel positive Deter-
minante hat. Wir betrachten auch den RO als Vektorraum mit zwei Orientierungen.
FEine lineare Abbildung zwischen zwei orientierten Vektorrdiumen aufeinander heisst
orientierungserhaltend, wenn die Determinante der Matriz der Abbildung, berechnet
beziiglich der beiden Basen positiv ist.

Eine kompakte Teilmannigfaltigkeit mit Rand S heisst orientierbar, falls es eine
Uberdeckung mit Kartenumgebungen (W) Kk 9ibt gemeinsam mit einer Orien-

.....

i=1,.
tierung (vi,...,v) (eine orientierte Basis!) des jeweiligen R*, sodass der Karten-
wechsel V; 01/);1 Y, (WinW,NS) — (W, NW;NS) eine orientierungserhaltende
Abbildung ist. Die Orientierung auf 0S ist die von einer gewdhlten Orientierung
auf S durch Einschrdinkung induzierte! Die Wahl einer solchen Karteniiberdeckung
heisst dann Wahl einer Orientierung auf S.

Bemerkung 9.12. Warum ist der Rand von S randfrei? Fiir S wird als Modellraum
zur Kartierung R<g X RE=1 verwendet, also Bereiche, die potentiell Randpunkte
kennen. Wenn ein Punkt in einer Karte auf einen Randpunkt abgebildet wird, dann
in jeder, denn Randpunkte zeichnen sich dadurch aus, dass es in einer Koordinate in
eine Richtung “rausgeht”, wihrend man an inneren Punkten in alle Richtungen ein
kleines Stiick gehen kann. Schaut man also den Rand an, dann kann man dort fiir
jeden Punkt in der Karte in alle Richtungen des Randes ein kleines Stiick weit gehen,
also gibt es keinen Rand. Formal sieht man das dadurch, dass zur Modellierung der
Kartierung R*~! verwendet wird, etwas Randloses.

Nach dieser etwas langen Definition kann das Integral definiert werden:

Definition 9.13. Sei S eine orientierbare, kompakte Teilmannigfaltigkeit der Di-
mension k > 0 und Klasse C™, m > 1 mit Rand 0S und w eine auf einer offenen
Umgebung U von S definierte Differentialform, dann heisst

/S Wi i / g )

i

das Integral von w entlang S, wobei (W;) eine Uberdeckung durch Kartenumge-
bungen mit orientierungserhaltenden Kartenwechseln ist mit UW; C U und (g;),
eine dazu subordinierte Zerlequng der Eins. Das Integral einer k-Form w(y) :=
fly)dy* A ... Ady* am RF ist durch

+ /Q f(y)p(dy)

erklirt (f hat ja kompakten Triger), wobei Q ein geniigend grosser Quader ist und
+ der Vorzeichen von d* A ... A dy¥(vi,...,v) entspricht. Aufgrund der Orien-
tierungserhaltung und aufgrund des Substitutionstheorems ist das Integral wohlde-
finiert (dh unabhingig von den gewdihlten Koordinaten y), denn es gilt fir jeden
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Diffeomorphismus ¢ dass

Vrw(x) = det(dy(x)) f((x))dz' A ... A dz”

nach Definition des Pullback. Natiirlich kann auch auf Teilmengen Q C S, falls
deren Bilder unter Kartenabbildungen Jordan-messbar sind, das Integral erkldren.

Bemerkung 9.14. Beachte dass das Integral hier nur unter Angabe einer Orientie-
rung definiert ist, denn sonst konnte bei Kartenwechseln eine negative Determinate
auftreten. Der Beweis der Unabhéngigkeit von der gewéhlten Karteniiberdeckung
und der gewdhlten Zerlegung der Eins funktioniert mit Verfeinerung: wenn man
zwei gleich orientierte Karteniiberdeckungen (W}') und (W?) mit subordinierten
Zerlegungen der Eins (g}); und gj2- hat, dann kann man sich die Zerlegung der Eins

(g} gjz) anschauen und mit ihr arbeiten. Dann gilt aber folgende Uberlegung, die die
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Unabhéngigkeit belegt:
S e
7 wzl (Wil ﬂS)

:Z/ (61)" (gl g%w)

4, e Wins)

-3 / (61" (g} %)
i,j Tl’il(wi,lmwjzms)

-3 / ()" (g} %)
i, JYFWINW2ENS)

= 2" (g2
-X / i ) ).

Der Schritt von der ersten zur zweiten Zeile erfolgt durch ; 9]2- = 1, von der zweiten
zur dritten Zeile durch weiteres Verfeinern der Zerlegung. Der entscheidende Schritt
ist der Schritt von der dritten zur vierten Zeile: hier wird ein Koordinatenwechsel
vollzogen, der in Koordinaten des R¥ wie die Anwendung eines Diffeomorphismus
wirkt, unter Verwendung von Proposition 9.6. Der Koordinatenwechsel ist aber
orientierungserhaltend, weshalb Gleichheit gilt. Beachte dazu dass das Substituti-
onstheorem mit Differentialformen folgende Gestalt hat:

/w(U)n=/U¢*n

fiir eine k-Form 7 (mit entsprechender Integrabilitdtsbedingung wie im Substitu-
tionstheorem) und einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus . In obige
Situation iibertragen gilt aufgrund von ¢j = @7 o093 o WH ™" auf L (WEN w?znSs)
dass

/ (61" (9} g2w) =
wll(W1ﬁWJﬂS)
Uk
- / (62 02 o (1)) (ghew)
w}(WiﬂWjﬁS)
—1 *
- / ¥ o (617 (63) (glgw)
YHW;NW;NS)
- / (62)" (gl g2w)
'(Z)Jg(WiﬂWjﬂS)

Man kann an dieser Stelle auch konzeptuell argumentieren (siche Bild): Wenn
man die Mannigfaltigkeit mit kleinen, gekriimmten Quadern iiberdeckt, dann liefert
die Anwendung der Form auf die (orientierten) Kantenrichtungen dieser Quader
eine Approximation des Integrals, und im Limes das Integral selbst. Das héingt
offenbar weder von Karten noch von Zerlegungen der Eins ab. Das einzige was
man braucht ist eine Orientierung, denn sonst haben die Kanten keine konsistente
Reihenfolge.

Example 9.15. Das Integral einer k-Form entlang einer k-dimensionalen Teilman-
nigfaltigkeit S wird durch Lokalisierung auf Kartenumgebung mit Hilfe von Zerle-
gungen der Eins und dann durch Pullback auf den RF definiert. Am R* definiert
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man dann das Integral mit dem Riemannschen Integral: formal l&sst man die Dach-
produktzeichen weg. Sei S zum Beispiel eine Viertelsphére S gegeben durch die
Parametrisierung

o(s,t) = (cos(s) cos(t), cos(s) sin(t), sin(s)),

fir 0 <s <7 0<t<7/2 und w(z,y,z) = zdx A dy, dann wird der Pull-
back formal durch Ersetzen von x durch ,(s,t) = cos(s) cos(t) bzw von dx durch
— sin(s) cos(t)ds — cos(s) sin(t)dt, etc, berechnet. Das ergibt dann

P w(s,t) =
=sin(s)(—sin(s) cos(t)ds — cos(s) sin(t)dt) A (—sin(s) sin(t)ds + cos(s) cos(t)dt)
=(—sin?(s) cos?(t) cos(s) — cos(s) sin?(t) sin®(s))ds A dt .
Der Pullback wird dann integriert, folglich

T pm/2
/ w= / / (—sin®(s) cos?(t) cos(s) — cos(s) sin?(t) sin?(s))dsdt .
s o Jo
Theorem 9.16. Sei S eine kompakte Teilmannigfaltigkeit der Dimension k > 1mit

Rand 0S der Klasse C™ fiir m > 1 und w eine auf einer offenen Umgebung von S
definierte k — 1-Form. Dann gilt

/dw:/w
S as

Beweis. Wir kénnen mit einer Zerlegung der Eins in einer Kartenumgebung rech-
nen, weiters gilt natiirlich (wegen >, g; = 1)

dgiw = / gidw.

In einer Kartenumgebung gilt aber mit
k
5 giw = Z fi(x)dat .. da? ™ A dad T da®

die folgende Umformung mit Fubinis Theorem im dritten Schritt

/ g1 d(guw)
- / 467 gi0)
»; (WiNS)

/ Z j“afj )uk(dm)

:/ Ji(@) pr—1(d)
ON{0} xRF—1

= / ¢; giw
Y (W7 ﬁBS)

Das bedarf einer genaueren Erkldrung: die f; haben kompakten Tréger, der den
Rand von @ nicht beriihren kann, ausser fiir 1 = 0, denn das entspricht ja Rand-
punkten von S. Wenn man also Fubini anwendet (k mal!), dann bleibt ein einziges
Mal ein Term {ibrig me{O}ka*I f1(@) -1 (dz). O
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Der Satz von Stokes ist die korrekte Verallgemeinerung des Fundamentalsatzes,
des klassischen Satzes von Stokes, des Satzes von Gauss, etc, was wir an folgenden
instruktiven Beispielen sehen werden:

Ezample 9.17. Sei k =n =1 und sei S = [a,b] ein Intervall mit a < b, dann sind
durch ¢y : Wi = Vi, . — 2 —b mit Wy =|a, b+ 1[ und ¢y : Wo — Vo, 2 — —z +a,
Wy =] — 1 + a,b] Karten mit entsprechenden Kartenumgebungen gegeben. Wir
betrachten die 0-Form w(z) = f(x) der Klasse C! auf R, dann liefert der Satz von
Stokes

/[a,b] d = /ab f'(x)dz = f(b) — f(a)

Beachte dass dS = {a, b} eine Teilmannigfaltigkeit der Dimension 0 des R! ist und
dass der Kartenwechsel orientierungserhaltend ist, falls wir fiir ¥; den orientierten
R mit geordneter Basis (1) betrachten, fiir 1o den orientierten R mit geordneter
Basis (—1). Als Zerlegung der Eins kann man zwei Funktionen g1 > 0, go > 0
nehmen, deren Tréger jeweils in Wy, Wa liegt, mit g1 + g2 = 1.

Ezxample 9.18. Sei Kk = n = 2 und sein S ein Kreis mit Radius 1. Sei weiters

w(z,y) = f(x,y)dz + g(z,y)dy, dann gilt

dlo,y) = (5rolo) = - Flaw)de A dy

/dwz/w
s as

nach dem Satz von Stokes, wobei der Kreis im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen
wird, was der Standardorientierung des Kreis entspricht. Das Resultat kann man
natiirlich auch direkt sehen.

und wir erhalten

Es gibt zwei bedeutende natiirliche Operationen mit Differentialformen: das Ein-
setzen von Vektorfeldern und die Dualitdt von 1-Formen und Vektorfeldern.

Definition 9.19. Sei K ein Vektorfeld am R™ und bezeichne (.,.) das Standards-
kalarprodukt, dann kann man durch

w(z)(v) = (K(z),v)

fiir alle v € R™, dem Vektorfeld K genau eine Form zuordnen (und umgekehrt).
Definition 9.20. Sei w eine k-Form am R™ und K ein Vektorfeld, dann definiert
n(x) (v, ..., v5—1) = w(@)(K(x),v1,...,0%-1)

fir alle vy, ...,vg—1 € R™ eine k—1-Form am R™. Man bezeichnet n auch mit i w
und nennt es die Finsetzung von K in w.

Definition 9.21. Wir nennen die n-Form dx' A...Adzx™ die Standard-Volumsform
am R™. Die Namensgebung folgt aus dem Faktum, dass wir durch Integrieren der
Volumsform das Volumen einer kompakten Teilmannigfaltigkeit Q) der Dimension n
berechnen konnen. Sei S eine kompakte Teilmannigfaltigkeit mit Rand der Dimen-
sion k und seien Ky, ..., K, linear unabhingige C*-Vektorfelder auf einer Um-
gebung von S. Die Vektorfelder bilden ein geordnetes System von FEinheitsnormalen
der Klasse C* falls K;(p) orthogonal auf T,S stehen, fir allep € S,i=1,...,n—k
und falls || K;(p)|| = 1 gilt.
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Lemma 9.22. Sei S eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand und K1, ..., K,k
ein geordnetes System von Einheitsnormalenvektorfelder der Klasse C', dann ist S
orientierbar.

Beweis. Wihle einen Atlas sodass beziiglich der Standardvolumsform w gilt

w(@(u)(K1(o(w)), - .-, Kn-k(¢(u)), dd(u)vy, ..., ddp(u)vy) > 0

fiir u € Y(WNS) C RcoxRF~1 und eine passend gewihlte Orientierung (v, . .., vx)
des R¥. Das ist aufgrund der Stetigkeit der Vektorfelder Ki,...,K,_; immer
moglich. Damit sind aber die Kartenwechsel zwischen zwei Karten per construc-
tionem aber auch orientierungserhaltend und man hat global eine Orientierung auf
der Mannigfaltigkeit gew#hlt. O

Bemerkung 9.23. In obiger Situation kann man leicht ein Einheitsnormalenvektor-
feld zu 05 bauen, ndmlich durch Hinzufiigen eines Vektorfeldes K,,_j+1, das normal
auf den Rand und alle anderen Vektorfelder steht und

(Kn—k+1(0(0,)), dp(u)v1) > 0
fiir (0,v) € Reg x RF=1 N (W N S) erfiillt. Das entspricht dann der Orientierung
des Randes durch Einschrénkung.

Mit Einheitsnormalen kann man auch Volumina bestimmen: sei S eine kom-
pakte Mannigfaltigkeit mit Rand und sei K, ..., K, _ ein geordnetes System von
Einheitsnormalen, dann induziert die k-Form n

n(z)(vy,...,vk) = w(@)(K1(x),. .., Kn_k(x),v1,...,0%)

das Volumselement von S, wenn man tangentiale Richtungen vi,...,vx € T,S
einsetzt. Das Integral fQ 71 definiert das Volumen von ) C S.

Ezample 9.24. Wenn wir die Kugel (Radius r = 1) mit &stlicher Lénge und nordlicher
Breite parametrisieren, also (A, 8) — (cos(A) cos(f), sin(A) cos(5), sin(B)) fiir —7/2 <
B < m/2und 0 < X\ < 27, dann kénnen wir das Fliachenelement der Kugeloberfldche
berechnen. Zuerst setzen wir die dussere Normale in die Standardsvolumsform ein
und ziehen das dann entlang der Parametrisierung zuriick, dh man zieht die Form

1
Vgt
zuriick. Das ergibt dann die Form
(cos(A) cos(B)(cos(A) cos*(B)) — sin(A) cos(B)(— sin(A) cos®(B))+
+sin?(B) cos(8))dB A dA = cos(B)dB A dX.

(xdy Ndz —ydx ANdz + zdz A dy)

Als letzte Aussage beweisen wir das Lemma von Poincaré, das wichtig in den
Anwendungen ist und eine Fingeriibung im Kalkiil mit Formen:

Theorem 9.25. Sei U ein sternformiges, offenes Gebiet um xo, das heisst die
Verbindungsstrecke von xog zu x liegt in U fiir jedes © € U. Sei k > 1 und w €
QF(U) eine unendlich oft differenzierbare k-Form auf U mit dw = 0, dann existiert
n € QFYU) mit w = dn.
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Beweis. Wir konnen die Form 7 direkt angeben, wobei die spezielle Gestalt durch
eine Konstruktion erklédrbar wird, die wir hier nicht vorfithren. Ohne Einschrankung
wéihlen wir g = 0. Dann definieren wir

1
Z Z ) ! / tk_lwilmik (tx)z'edtdz™ A ... Adxie A ... A dz'

i1 <.l =1

fir € U. Der Hut bedeutet das Weglassen von dx’> im Dachprodukt. Wenn wir
das dussere Differential dieser Form bilden dann erhalten wir

= > Z / wiothdw;, L (tr)dt Adz A ... Adzie A Adzi+

i1 <. <ip a=1

1
+ Z Z( ) 1/ th= Y (tx)dt date Ada™ AL Adaie AL A dott =
1< <ip a=1 0
1 —
glothdw;, . (tx)dt Adz™ AL Adxie AL A datf

S S

11<... <t a=1

+ > Z/ 1 Y,y (tx)dt dz™ A LA dat

i11<...<ip a=1

o\

1 — .
= > Z / wiothdw,, g (tx)dt Ada™ AL A daie AL A datE 4

i1<...<ip a=1

+ > /k;t" Ywir o (t)dtda™ A ... A dat™

11 <. <0p
= w1 (7) + w2 ()

wobei im zweiten Ausdruck k-mal iiber denselben Summanden summiert wird, was
den Faktor k erklirt. Vorher wurde dz’> in das Produkt hineingetauscht, weshalb
das Vorzeichen verschwindet. Wir rechnen nun nur fiir w; weiter und verwenden
dw = 0 bzw ein analoges Hineintauschargument,

1 — .
Z Z / e tPdw,, i (tx)dt Adz™ A ... Adxie AL A de =

i1<...<ip a=1

1
/ Za tk

) Z/ “‘f’“aiw“ (tr)dtdz? Adzt AL Adzie AL A dei

i (tr)dtdx™ AL A dat 4

11 <...<
11<...<i a=1

+ix( Z / thdw;, i, (tx)dt Adx™ A ... A de™)

11 <...<tg

i
>

wobel der addierte dritte Ausdruck verschwindet. ix bedeutet einfach die Einset-
zung des Vektorfeldes x — x in die verschwindende Form fol t*dw(tz) dt. Folglich
iiberleben im zweiten und dritten Ausdruck fiir jedes iy < ... < i nur Terme der
Form 7 %wil---ik (tx), j # i1, weshalb wir zusammenfassen und partiell integrieren
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diirfen

n 1
! . .
Wl('r) = Z Z/{; xjtk@wz'lmik (tx)dtdx“ AL Adx't =
11<...<ig g=1
n

1
0 i i
:‘ Z /0 thm]@wilmik(tz)dtdzl AL Ndxtt =

11 <...<t Jj=1
1
= Z [Wiy i, () — / ket tw;, g, (tr)dt] de™ AL A dat =
11 <. <1 0
=W — Wy
Foglich erhalten wir dn = w, was zu beweisen war. [

Das Poincaré Lemma iibersetzt sich in klassischer Vektoranalysis in die Aus-
sagen, dass es Potentiale fiir wirbelfreie Vektorfelder und Vektorpotentiale fiir di-
vergenzfreie Vektorfelder auf sternformigen Gebieten gibt. Interessant ist auch die
Integralformulierung iiber den Satz von Stokes, die eine physikalische Interpretation
erlaubt. Sei U ein sternférmiges Gebiet und w eine k-Form auf U und gelte dass

/ w=0
as

fiir jede kompakte Teilmannigfaligkeit mit Rand S C U, genau dann gilt dass es
eine k — 1-Form 7 gibt sodass dn = w. Der Beweis ist einfach mit dem Poincaré
Lemma: offenbar ist die Integralbedingung dquivalent zur Aussage, dass dw = 0 auf
U woraus wir schliessen kénnen.
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