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1 Messbarkeit, Masse

Fiir eine Menge X bezeichne 2% = {A: A C X} die Potenzmenge.

1.1 Definition (o-Algebra, messbarer Raum, messbare Menge)
Sei X eine Menge. Ein System .# C 2% von Teilmengen von X heisst eine
o-Algebra in X, falls gilt:

(i) X e #,

(i) aus A € A folgt A= X\ Ae #,

(iii) ist (A;);en eine Folge in A, so ist o, A; € A .
Ist in X eine o-Algebra .# gewéhlt, so heisst X (genauer das Paar (X, .Z))
ein messbarer Raum und jedes Element von .# eine messbare Menge.

1.2 Bemerkungen
Sei . eine o-Algebra in X. Dann gilt:
(1) D e, dad =X
(2) Aus Al,AQ, c. ,An S/ fOlgt U?:l Al e M.
(3) Ist (A;)ien eine Folge in .4, so ist [0y A; € A, da

Nz Ai = (U?;Ag)c;

ebenso ist (i, A; € A fiir allen € N.
(4) Aus A, B € A folgt A\ B e .#,da A\ B=AnN B

Der Préfix o steht fiir abzédhlbare Vereinigungen. Gilt fiir ein Mengensystem

A C 2% neben [L.1]i) und [L.1](ii) noch [1.2(2), so heisst .# eine Algebra.

1.3 Satz (erzeugte o-Algebra)
Sei X eine Menge. Ist & C 2%, so existiert eine kleinste o-Algebra A in X,
die & enthilt.

A heisst die von & erzeugte o-Algebra.

Beweis: Sei ¥ die Menge aller o-Algebren .#’ in X, die & enthalten; ¥ ist
nicht leer, da 2% € . Setze A = () ey, #'. Dann ist & C M, M C M’
fiir alle .#' € ¥, und . ist eine o-Algebra. O

Man vergleiche [I.1] mit:

1.4 Definition (Topologie, topologischer Raum, offene Menge)
Sei X eine Menge. Ein System ¢ C 2% von Teilmengen von X heisst eine
Topologie in X, falls gilt:
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(i) 0 € 6 und X € O,
(ii) aus V4, Va,...,V, € O folgt N_, Vi € O,
(iii) ist (V;)ser eine (endliche, abzdhlbar-unendliche oder iiberabzidhlbare)
Teilfamilie von &, so ist J,.,; Vi € 0.

Ist in X eine Topologie gewihlt, so heisst X (genauer das Paar (X, ©0)) ein
topologischer Raum und jedes Element von & eine offene Menge.

Eine abgeschlossene Menge in einem topologischen Raum X ist das Kom-
plement einer offenen Menge. Der Abschluss A einer Menge A C X ist der
Schnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten; A ist abgeschlossen.

Wichtige Beispiele von topologischen Rdumen sind metrische Rdume. Zur
Erinnerung: Eine Funktion d: X x X — [0,00) heisst eine Metrik auf der
Menge X, falls gilt:
(i) d(x,y) =0 genau dann, wenn = = v,

(i) d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X,

(iii) d(z,2) < d(z,y)+d(y, 2) fir alle z,y,z € X.
Ist auf der Menge X eine Metrik d gewéhlt, so heisst X (genauer das Paar
(X, d)) ein metrischer Raum. Die von der Metrik induzierte Topologie eines
metrischen Raumes X besteht aus allen Mengen V' C X, die sich als Verei-
nigung von (beliebig vielen) offenen Béllen B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}
darstellen lassen.
Ein weiteres fiir die Masstheorie wichtiges Beispiel eines topologischen Raum-
es ist die Menge

R:=RU{—00,00} =: [~00, 00]

der erweiterten reellen Zahlen, wobei die Topologie aus allen Vereinigungen
von Mengen der Gestalt (a,b) oder (a,o0] := (a,00) U {o0} oder [—00,b) :=
{—00} U (—00,b) besteht (a,b € R).

1.5 Definition (Borelmenge)

Sei X ein topologischer Raum. Die kleinste o-Algebra in X, die alle offe-
nen Mengen enthélt, wird mit % bezeichnet; die Elemente von Z heissen
Borelmengen.

Die o-Algebra % der Borelmengen ist also gerade die von der Topologie
O C 2% erzeugte o-Algebra (vgl. Satz . Zu %A gehoren alle abgeschlos-
senen Mengen, alle abzéhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen
(sog. F,-Mengen), sowie alle abzidhlbaren Durchschnitte von offenen Mengen

(sog. Gs-Mengen().

'Diese Bezeichnungen stammen von F. Hausdorff; F steht fiir fermé, G fiir Gebiet, o
fiir Vereinigung (Summe) und § fiir Durchschnitt.




1.6 Definition (messbare Abbildung)
Sei X ein messbarer Raum, Y ein topologischer Raum (z.B. R, R oder ein
metrischer Raum). Eine Abbildung f: X — Y heisst messbar, falls f=1(V)
messbar ist fiir jede offene Menge V C Y.

Offenbar ist die Menge A C X genau dann messbar, wenn ihre charakteristi-
sche Funktion xa: X — R messbar ist;

(2) 1 fallsz € A,
x) =
x4 0 fallsz e X\ A

Sind X, Y zwei topologische Rédume, so heisst f: X — Y Borel-messbar (oder
eine Borelfunktion, insb. fiir Y = R, R), falls f~!(V) eine Borelmenge ist fiir
jede offene Menge V C Y.

Vergleiche [L.6] mit:

1.7 Definition (stetige Abbildung)
Seien X, Y zwei topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heisst stetig,
falls f=*(V) offen ist fiir jede offene Menge V C Y.

Jede stetige Abbildung ist Borel-messbar. Sind X ein messbarer Raum, Y
und Z topologische Raume, f: X — Y messbar und ¢g: Y — Z stetig, so
ist h :=go f: X — Z messbar: Ist W C Z offen, so ist g~ (W) offen, also
h=Y(W) = f~1(g71(W)) messbar. Der folgende Satz enthiilt eine allgemeinere
Aussage:

1.8 Satz
Seien (X, ) ein messbarer Raum, Y ein topologischer Raum und f: X —Y
eine Abbildung. Dann gilt:

(1) {ACY: fY(A) e A} ist eine o-Algebra in Y.

(2) Ist f messbar und B C'Y eine Borelmenge, so ist f~(B) € A .

(3) Ist f messbar und g: Y — Z eine Borel-messbare Abbildung in einen

topologischen Raum Z, so ist h:=go f: X — Z messbar.
(4) Ist Y =R und f~*((a,0]) € A fiir jedes a € R, so ist f messbar.

Beweis: (1) folgt aus den Relationen f~1(Y) =X, f7H (Y \A) = X\ f1(A)
und fTHUE, Ai) = U, fH A

(2): Die in (1) beschriebene o-Algebra in Y enthélt wegen der Messbarkeit
von f alle offenen Mengen und somit auch alle Borelmengen.

(3): Ist W C Z offen, so ist g~!'(W) ein Borelmenge; somit ist A~ (W) =
Hg (W) in A gemiiss (2).



4 1 MESSBARKEIT, MASSE

(4): Setze Q= {ACR: f1(A) € #}. Sei a € R. Wiihle ay, s, ... < a so,
dass a; — « fiir i — oo. Dann ist [—o00, ) = |2 [—00, ;] = U=, (v, 00]°.
Nach Voraussetzung ist (a;,00] € Q fiir alle i, und Q ist eine o-Algebra
geméss (1); somit ist [—oo,a) in , also auch (a, 8) = [—o0, ) N (a, 00].

Jede offene Menge in R ist abzdhlbare Vereinigung von Mengen der Gestalt
(cv, 00] oder (v, B) oder [—o0,b), also in 2. Damit ist f messbar. O

1.9 Lemma

Seien X ein messbarer Raum, u,v: X — R zwei messbare Funktionen und
¢: R? =Y eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y. Dann ist
h: X =Y, h(z) = ¢(u(x),v(x)), messbar.

Beweis: Fiir f: X — R?, f(z) = (u(z),v(x)), gilt h = ¢ o f. Wegen der
Stetigkeit von ¢ geniigt es, die Messbarkeit von f zu zeigen. Fiir jedes offene
Rechteck R =1 x J C R? (I,J zwei offene Intervalle) ist

AR ={re X u@) el,v)ecJy=uv(I)nv )

messbar, da (1) und v=!(J) messbar sind. Jede offene Menge V' C R? ist
Vereinigung einer Folge solcher Rechtecke R;. Wegen f~1(V) = f~1(U, R:) =
U, /1 (R;) ist f~*(V) messbar. O

1.10 Satz
Sei X ein messbarer Raum.

(1) Fiir messbare Funktionen f,g: X — R sind auch f + g, fg, |f],
min{ f, g} und max{f, g} messbar.

(2) Fiir messbare Funktionen fi, fa,...: X — R sind auch inf; f;, sup; fj,
liminf; o f; und limsup;_, ., f; messbar.

Beweis: Wir zeigen zuerst (2). Sei g := sup; f;, h := limsup,_,, f;. Wegen
9 (e, 0]) = U2, f; (v, oc]) und (4) ist g messbar; analog ist inf; f;
messbar. Dann ist auch h = inf;>,(sup;; f;) messbar, ebenso liminf; ., f;.

(1): Die Messbarkeit von f + g bzw. fg folgt aus (mit ¢(s,t) = s+t
bzw. ¢(s,t) = st). Wegen (2) sind min{f, g} und max{f, g} messbar, somit
auch

[T =max{f, 0}, f~ =—min{f,0}
und |f| = fr+ f. O

Damit ist auch der Limes jeder punktweise konvergenten Folge von messbaren
Funktionen f;: X — R messbar.



1.11 Definition (Treppenfunktion)

Sei X ein messbarer Raum. Wir nennen eine Funktion s: X — R, die nur
endlich viele verschiedene Werte annimmt, eine Treppenfunktion. In [Rudinl]
heissen Treppenfunktionen simple functions.

Man beachte, dass hier die Werte —o0, oo nicht zugelassen sind. Ist s: X — R
eine Treppenfunktion mit paarweise verschiedenen Werten ag, ..., a,, und
setzen wir A; := s '{a;}, so ist s = Y7 aixa,, und s ist genau dann
messbar, wenn jedes A; messbar ist.

1.12 Satz (Approximation durch Treppenfunktionen)
Seien X ein messbarer Raum und f: X — [0,00] C R eine messbare Funkti-
on. Dann existiert eine Folge von messbaren Treppenfunktionen s,: X — R,
so dass

(1) 0<s1<s5< - < f und

(2) sp(x) = f(z) (n — o0) fiir jedes v € X.

Beweis: Fiir n € N sei ¢,: [0,00] — R die grosste Funktion mit Werten
in 27"Z und der Eigenschaft, dass ¢, (t) < inf{t,n} fiir alle ¢t € [0, o0];
¢y, ist eine Borelfunktion mit ¢t — 27" < ¢,(t) < t fiir t € [0,n]. Es gilt
0 < pi(t) < pat) < --- < tund p,(t) = t (n — oo) fiir t € [0, 00]. Die
Funktionen s, := ¢, o f sind messbar nach [1.§|3) und erfiillen (1) und (2).

(|

1.13 Definition (Mass, Massraum, reelles Mass)
Sei X = (X, .#) ein messbarer Raum. Eine Funktion p auf .# mit Werten
in [0, 00| oder in R heisst o-additiv, falls

Uz 1A ZN

fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen Ay, As,... € .

Ein Mass p auf X ist eine o-additive Funktion p: .#Z — [0, co] mit pu(A) < oo
fiir wenigstens ein A € . Ist auf X = (X, .#) ein Mass p gewéhlt, so heisst
X (genauer das Tripel (X, ., u)) ein Massraum.

Ein reelles Mass A auf X ist eine o-additive Funktion A: .#Z — R.

Statt o-additiv sagt man auch abzdhlbar additiv, statt reelles Mass auch si-
gniertes Mass. Beachte, dass ein Mass u (wie oben definiert) nur dann auch
ein reelles Mass ist, wenn u(A) < oo fiir alle A € .#. In [Rudin| heissen
Masse positive measures.
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1.14 Satz
Sei p ein Mass auf (X, #). Dann gilt:
(1) p(0) =0.
(2) p(U, Ai) = >0, w(Ay) fiir paarweise disjunkte Ay, ..., A, € A .
(3) w(A) < wu(B) firAC B, A,Be ..
(4) u(A,) = U2, Ai) (n— o0) falls Ay C Ay C ..., Ay, Ag, .. € M.
(5) u(An) = p(Ni2y Ai) (n = o00) falls Ay D Ay D ..., Ay, Ay, .. € M

und pu(A;) < oco.

Masse sind also auch (endlich) additiv (Eigenschaft (2)) und monoton (Ei-
genschaft (3)).

Beweis: (1): Wahle A € .# mit p(A) < oo und setze Ay 1= A, Ay = A3 =
...:= ) in der Definition der o-Additivitéit von p.

(2) folgt dann aus (1) und der o-Additivitat von p.

(3): Da B=AU(B\A) und AN(B\ A) =0, folgt u(B) = u(A)+u(B\A) >
u(A) aus (2).

(4): Sei A :=J;Z, A;i. Setze By := A und B; := A; \ Ay fir 0 =2,3,....
Dann ist B; € #, B;NB; = fir i # j, A, = U, B; und A = J;2, B:.
Bs gilt p(An) = 3270 p(Bi), p(A) = 3272, w(B;) und somit pu(Ay) — p(A)
(n — 00) nach der Definition der Summe einer unendlichen Reihe.

(5): Sei A := (2, A;. Setze C,, := A; \ A,. Dann gilt ¢, € Cy C ...,
#(Cn) = p(Ar) = p(An) und A\ A =z, Gy Mit (4) folgt p(Ar) — u(A) =
(A \ A) = limy, 00 p(Cr) = u(Ar) — limy, 00 4(A,) und somit (5). O

Die Konstruktion von interessanten Massen erfordert einen gewissen Auf-
wand; wir kommen in Kapitel 3 ausfiihrlich darauf zuriick. Ein paar sehr
einfache Beispiele lassen sich aber leicht angeben. In beiden der folgenden
Beispiele ist X eine beliebige Menge und .# = 2.

1.15 Beispiele
(1) Essei u(A) :== #A € [0, 00] die Anzahl Punkte in A C X; u heisst das
Zihlmass auf X.
(2) Sei z ein fest gewéhlter Punkt in X und

1 falls z € A,
(A) = { _
0 somnst;

i heisst das Dirac-Mass im Punkt x und wird oft mit J, bezeichnet.

Ist 1 das Zéhlmass auf N und A, :={n,n+1,n+2,...},soist (2] A; =0
aber u(A,) = oo fir alle n. Dies zeigt, dass die Bedingung p(A4;) < oo
in [1.14)(5) nicht weggelassen werden kann.



2 Integration

Fiir das Rechnen in [0, oo] verwenden wir die folgenden Konventionen:

at+oo=00+a=o00 fir0<a< oo,

oo falls 0 < a < o0,
a-00=00-a=
0 fallsa=0.

Man beachte, dass die Kiirzungsregeln a+b =a+c = b = c bzw. ab = ac =
b = ¢ nur dann gelten, wenn a < oo bzw. 0 < a < oo.

Fir0O<a; <a<...,0<b<bhh <...,a,—a,b, —bfolgt a, +b, —
a+ b, a,b, — ab. Mit (Approximation durch Treppenfunktionen) und
1.10(2) (Messbarkeit von sup; f;) folgt daraus: Summen und Produkte von
messbaren Funktionen mit Werten in [0, co] sind messbar. Insbesondere ist
fiir eine messbare R-wertige Funktion f auch |f| = f* + f~ messbar.

Im Folgenden bezeichnet (X, .#, ;1) einen beliebigen Massraum.

2.1 Definition (Integration von nichtnegativen Funktionen)
Ist s: X — [0,00) eine messbare Treppenfunktion mit paarweise verschiede-
nen Werten o, ..., o, s =Y . a;Xa,, und ist E € .#, so setzen wir

sdp = a;u(A; N E
[ sdni=> amiaine)

i=1

(hier wird die Konvention 0 - co = 0 beniitzt.) Ist f: X — [0, 00] messbar,
und ist £ € .4, so definieren wir

/fdu::sup/sd,u,
E E

wobei das Supremum iiber alle messbaren Treppenfunktionen s mit 0 < s < f
genommen wird. | 5 J du heisst das Lebesgue-Integral von f tiber £ bzgl. p.

Man beachte, dass fE fdu € [0,00]. Ist f selbst eine Treppenfunktion,
so sind die beiden Definitionen konsistent, und fiir eine beliebige Darstel-
lung f = >, a;xa, mit (nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen)
ai,...,ap € ]0,00) und (moglicherweise leeren) Mengen A; € .# gilt offen-
sichtlich [, fdu = Y7 cip(A; N E).

2.2 Satz
Seien f,g: X — [0,00] messbar und A, B,E € .4 . Dann gilt:

(1) Aus [ < g folgt [, fdu < [, gdp.
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(2) AusACBfolgthfdu<fodu

(3) Fiirce [0,00) ist [,cfdu=c [, fdu.

(4) Ist f(x) =0 fir allex € E, so ist [, fdp =0 (auch wenn u(E) = o).
(5) Ist u(E) =0, so ist fEfdu:O (auch wenn f(x) = oo fir alle x € ).
(6) [pfdu= [yxefdu.

Beweis: Alle Eigenschaften folgen direkt aus der Definition. a

In haben wir vorausgesetzt, dass f auf ganz X definiert sei. Fiir eine
messbare Funktion f: E — [0, 00] auf einer messbaren Menge E C X ver-
wendet man, dass (E, #g, it|.4,) ein Massraum ist, wobei A4y = {A € A :
ACE}.

2.3 Proposition
Seien s,t: X — [0,00) zwei messbare Treppenfunktionen.

(1) ¢(E) = [, sdu definiert ein Mass auf A .
) [xs+tdu= [, sdu+ [ tdpu.

Beweis: (1): Sei s = > " a;xa,. Ist E = ;- Ej fiir paarweise disjunkte
Ey € M, so folgt p(E) => "  ciu(ANE) =370 a0y o w(AiNEy) =
S > (A NV ER) = >0 w(Ek). Es gilt auch (@) = 0 (und somit
p # 00).

(2): Sei s wie oben, und sei t = > 7", B;xp,;. Fiir Ej; :== A; N By gilt dann
Je, s +tdp = (i + B;)u(Eyy) = qap(Eyy) + Bi(Eyy) = [, sdp+ [ tdp.
Da X disjunkte Vereinigung aller E;; ist, folgt mit (1) die Behauptung. O

2.4 Satz (Lebesgue, monotone Konvergenz)
Sind fi, fa,...: X — [0,00] messbar und gilt fi(x) < folx) < ... und
fa(z) = f(x) (n — 00) fir alle x € X, so ist f messbar und

/ fnd,u—>/ fdp  (n— o00).
X X
Beweis: Wegen [ fndp < [ fas1dp existiert ein a € [0, 00], so dass

/fnd,u—nx (n — 00).

Da f = sup, fn, ist f messbar. Da [, f,du < [, fdu fiir alle n, folgt

aS/de,u.



Seien 0 < s < f eine messbare Treppenfunktion und 0 < ¢ < 1 eine Kon-
stante. Setze

E, ={z: fu(z) > cs(x)}
fir n = 1,2,...; E, ist messbar, By C E, C ... und X = |J,—, E, (aus
f(z) =0 folgt x € Ey, aus f(z) > 0 folgt es(x) < f(x) und somit x € E,, fiir
ein n). Es gilt

/ fadp > fndeC/ sdp =: cp(Ey,).
X En

n

Fiir n — oo folgt mit [2.3(1) und [1.14)(4), dass

a>cp(X) = c/ sdp.
X

Da dies fiir alle solchen s und ¢ gilt, erhalten wir die noch fehlende Unglei-
chung o > [ fdp. 0

2.5 Satz
Sind fi, fa,...: X — [0,00] messbar und ist f(x) = > ", falx) fir alle

x € X, so ist f messbar und

/deuzi/xfndw

Beweis: Wiahle monotone Folgen (s}), (s/) von messbaren Treppenfunktio-

nen, so dass s, — fi, s/ — fo (s. [L.12). Fiir s; := s, + s/ gilt s; — f1 + fo.
Mit [2.3(2) und [2.4] folgt

[ n+ftu= [ fp [
X X X
Setze gy = f1 + -+ + fy. Mit Induktion iiber N folgt

N
gn dp = /fndu

fiir alle N. Die Folge (gn) konvergiert monoton gegen f, mit ergibt sich
daher die Behauptung. O

Ist p das Zahlmass auf einer abzéhlbaren Menge, so entspricht der Tat-

sache, dass
Z Z Qij = Z Z i
i i

fiir Qi S [0, OO]
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2.6 Satz (Lemma von Fatou)
Sind fi1, fa, ...+ X — [0, 00] messbar, so gilt

n—oo n—

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp.
X * Jx

Beweis: Sei gy () := inf;>, f;i(x). Die Folge (gx) konvergiert monoton gegen
lim inf,,_,o f,; mit folgt

/ liminf f, du = lim / gr dp.
x N0 k—oo [y
Da ausserdem g < fi, und somit [, gr dp < [y fi dp, folgt der Satz. 0

Der néchste Satz verallgemeinert [2.3(1).

2.7 Satz
Sei f: X — [0,00] messbar, und sei p(E) = [, fdu fir E € 4. Dann ist

© ein Mass auf A , und
/gdsoz/gfdu
b b

fiir jede messbare Funktion g: X — [0, c0].

Die obige Identitdt wird manchmal einfach als dy = f du geschrieben, die
Symbole dp und dp haben dabei aber keine eigene Bedeutung. In Kapitel 6
werden wir eine wichtige Umkehrung von kennenlernen, den Satz von
Radon—-Nikodym.

Beweis: Sei E = U;; E; fiir paarweise disjunkte E; € .#. Dann gilt
xef=> xuf @(E)= / xefdp, @(E;) = / xe, f dp.
Mit [2.5] folgt
P(E) = o(E)).
j=1
Wegen () = 0 ist ¢ also ein Mass. Die behauptete Identitét gilt fiir g = xg

(E € ), da
/XEdSDZQD(E):/XEfdMa
X X

und somit auch fiir jede messbare Treppenfunktion g: X — [0, 00]. Das all-
gemeine Resultat folgt dann mit (Approximation durch Treppenfunk-
tionen) und (monotone Konvergenz). O
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(X, A, 1) bezeichnet weiterhin einen beliebigen Massraum.

2.8 Definition (Integration von reellen Funktionen)
Eine Funktion f: X — R heisst Lebesque-integrabel (bzgl. u), falls f messbar

und
[ 1ldu < oc
X

ist. Die Menge aller solchen Funktionen bezeichnen wir mit L'(u). (Die Be-
deutung des Exponenten 1 wird in Kapitel 5 klar werden.) Ist f € L'(u) und
f = ft — f die Zerlegung in Positivteil f© = max{f,0} und Negativteil
f~ = —min{f, 0}, so definiert

/deu::/Xﬁdu—/deu

das Lebesque-Integral von f (bzgl. p).

Man beachte, dass |f|, /T und f~ messbar sind und dass 0 < f* < |f| und
0 < f= <|f]; somit gilt [fT < [|f] < ocound [f~ < [|f] < oo. Ist
allgemeiner f: X — R messbar und wenigstens eines der Integrale S «fTdp
und [, f~ dp endlich, so kann man immer noch

/deu:z/xfwu—/xf-du

erkléren, wobei jetzt [ « f dp moglicherweise oo oder —oo ist.

2.9 Satz
Seien f,g € L'(u) und o, B € R. Dann gilt:

(1) af +Bg e L' (p) und [ af +Bgdp= o [ fdu+ 8 [ gdu.
(2) Aus f < g folgt [ fdu < [ gdp.
(3) |[x fdu| < [y |fldp.

Beweis: (1): aof + Bg ist messbar (s. [1.10)(1)), und es gilt

[ 1ar+aglau< [ Jalif+ Isllgldu
X X

:|a|/X|f|dﬁb+|5|/X|g|du<oo.

Somit ist af + Bg € L' (u). Sei h:= f +g. Dann ist At —h™ = f+ — f~ +
gt —g,alsoht+ f~+g = fT+gt+h und [At+ [+ [¢g =
J T+ [gt+ [h™ nach Da alle diese Integrale endlich sind, folgt

Jh=Jnt ===+ g =g =i+ ]9
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Es bleibt noch zu zeigen, dass [af =a [ f. Fira>0ist [af = [afT -
faf-=aff*—aff —af fnach@33). Wegen (—f)" = f, (~f)" =
[T gilt ausserdem [(—f)=[f"—[fT=—[T.

(2): f < g impliziert f* < g™ und f~ > g".
@) [ fl=aff=[af <[]|flfirenac{-1,1}. 0

2.10 Satz (Lebesgue, beschrinkte Konvergenz)

Seien f1, fa,...: X — R messbare Funktionen mit f,(x) — f(x) (n — o)
fiir alle x € X. Existiert eine Funktion g € L'(u), so dass | f,(z)] < g(z) fir
alle n und alle v € X, so ist f € L'(u) und es gilt

[t sldn =0 wnd [ foaus [ fan 0o o0

Beweis: Die Funktion f ist (als punktweiser Limes der f,) messbar, und
|f] < g. Somit ist f € L'(u). Da |f, — f| < |ful + |f] < 29, kénnen wir [2.6]
(Lemma von Fatou) auf die Funktionen 2g — |f,, — f| anwenden. Es folgt

/2gdu§hminf/ 29 — | fo — fldp
X n—oo X

:/ di,u~|—liminf<—/ |fn—f|d,u)
— [ 2gdu~timsup [ 1, fldu
X n—oo JX

Da [ 2g < oo, folgt limsup,, ., [ |f.— f| <0, also [ |f,— f| — 0. Mit[2.9(3)
folgt ausserdem | [ f, — [ f] = |[(fu = /)| < [|fa — f| = 0. O

Es folgen einige Bemerkungen zur Rolle von Nullmengen (Mengen vom
Mass 0).

2.11 Definition (Nullmengen-Terminologie)

Sei P eine Eigenschaft, die ein Punkt x € X haben kann, beispielsweise
»f(x) > 0“ fiir eine gegebene Funktion f oder ,(f,(x)) konvergiert* fiir eine
gegebene Folge von Funktionen f,. Ist X = (X, .#,u) und E € A, so
bedeutet die Aussage ,, P gilt (u-)fast iberall auf E* oder ,, P gilt fiir (u-)fast
alle z in E“, dass eine Menge N € .# mit p(N) = 0 existiert, so dass alle
x € E'\ N die Eigenschaft P haben.

Sind z.B. f, g messbare Funktionen und ist u({z : f(z) # g(x)}) = 0, so
sagen wir ,, f = g (u-)fast iiberall“. Dies definiert eine Aquivalenzrelation ~.
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Transitivitit (f ~ g und g ~ h impliziert f ~ h) folgt aus der Tatsache, dass
die Vereinigung zweier Nullmengen wieder eine Nullmenge ist. Fiir f ~ ¢

und E € . gilt dann
/fduz/gdu
E E

(da E=(E\N)U(ENN), f=gauf E\ N und u(FNN) =0), d.h. ,Null-
mengen sind bei der Integration vernachlédssighar®.

Ein Mass p heisst vollstindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge messbar
(und somit wieder eine Nullmenge) ist.

2.12 Satz (Vervollstindigung von Massen)

Sei (X, A , 1) ein Massraum und #* die Menge aller E C X, fiir die A, B €
M existieren, so dass A C E C B und u(B\ A) = 0; setze in dieser Situation
w(E) := p(A). Dann ist A* eine o-Algebra, und die so erweiterte Funktion
i ist wohldefiniert und ein vollstindiges Mass auf ™.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass u(E) fiir jede Menge FE € .#* wohldefiniert
ist. Essei AC EC B,A C EC B, u(B\A) = uB \A) =0.Da
A\NA Cc ENA Cc B\ A, gilt u(A\ A’) = 0 und somit pu(A) = u(ANA").
Ebenso ist u(A’) = p(AN A", also u(A) = u(A).
Wir zeigen als Néchstes, dass .#Z* eine o-Algebra ist:
(i) Xe#*,da X € A4 und 4 C A"
(ii) Aus AC E C B folgt B¢ C E° C A%, und A°\ B° = A°NB =B\ A
Mit F € .#* ist also auch E° € .4*.
(iii) Aus A; C E; C Biund E:=J;°, E;, A:=;2, Ai, B:= 2, B; folgt
ACFECBund

B \ A= U;‘);(Bi \ A) - U?;(Bi \ Ai)-

Da abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind,
ist mit F; € #* (i =1,2,...) also auch E € .Z*.
Wir zeigen noch die o-Additivitét von p auf .Z*. Sind die F; in (iii) paarweise
disjunkt, dann auch die A;; es folgt

p(E) = p(A) = D p(A)) = 3 ().

Somit ist p ein Mass auf .Z™*, und p ist offensichtlich vollsténdig. O

2.13 Bemerkung (erweiterter Messbarkeitsbegriff)
X = (X, 4, ) bezeichne weiterhin einen beliebigen Massraum. Da Null-
mengen bei der Integration vernachlédssigbar sind, ist es zweckméssig, auch
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Funktionen (mit Werten in R oder R) messbar auf X zu nennen, die nur
auf einer Menge £ € . mit p(E°) = 0 definiert und dort messbar sind.
Ist f eine solche auf E definierte Funktion und setzt man f(z) := 0 fiir alle
x € E° so erhilt man eine messbare Funktion auf X im urspriinglichen Sinn;
ist o vollstédndig, so kann man f sogar auf ganz beliebige Weise erweitern.
Das Integral von f iiber A € .# ist unabhéngig von der Definition von f
auf £°, man kann daher oft darauf verzichten, iiberhaupt eine Fortsetzung
zu wéhlen.

Der folgende Satz erginzt Satz [2.5]

2.14 Satz
Sei (fn)nen e€ine Folge von (u-fast dberall definierten) reellen messbaren
Funktionen auf X, so dass

S [ 1fuldn <o
n=1 X

Dann konvergiert die Reihe Y " | fo(x) =: f(x) fir p-fast alle x, und die
dadurch definierte Funktion f ist in L*(n) und erfiillt

/deuzg/xfndu-

Beweis: Sei f, auf S, definiert, (S5) = 0. Setze ¢(z) = > o, |fa(x)] fiir
reS=()_,Sn Dann ist 1(S°) = 0. Nach Satz 2.5/ und der Voraussetzung

gilt
/¢du=2/\fn|du<00-
S = Js

Dies impliziert u(E£°) =0 fiir £ :={z € S : p(x) < co}. Nach der Definition
von ¢ konvergiert die Reihe Y > f,(z) = f(x) absolut fiir alle € E, und
|f(z)| < ¢(z) fir alle x € E. Fiir g, :== fi+...+ f, folgt |gn(x)| < p(x) und
gn(x) — f(x) fiir alle z € E. Mit Satz (beschriankte Konvergenz) folgt
f € LY(p) auf E und

g/lﬂfidu:/Egndu+/Efdu.

Da pu(E°) =0, folgt der Satz. O
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Man beachte, dass man die Konvergenz der Reihe auch dann nur fast diberall
erhalten wiirde, wenn die f,, tiberall auf X definiert wéren.
Wir erwéhnen noch drei weitere Situationen, in denen man Folgerungen nur
fast iiberall erhélt.
2.15 Satz
(1) Sei f: X — [0,00] messbar, E € A, und [, fdu=0. Dann ist f =0
fast tiberall auf E.
(2) Sei f e L' (n) und [, fdu =0 fir alle E € 4. Dann ist f = 0 fast
tiberall auf X .
(3) Sei f € L*(p) und | [ fdu| = [y |f] dp. Dann gibt es ein o € {—1,1},
so dass af = |f]| fast iberall auf X.

Satz [2.15](3) beschreibt den Gleichheitsfall in [2.9)(3).

Beweis: (1): Fir A, :=={zx € E: f(z) > 1/n}, n=1,2,..., folgt
1
Lu(a,) < fdus/fdu:o,
n An E

also p({z € E: f(z) > 0}) = p(U,~; A,) = 0.

(2): Wihle E := {z : f(z) > 0}; dann ist [, fTdu = [, fdu = 0, also

f1 =0 fast iiberall auf X nach (1). Ebenso verschwindet f~ fast iiberall.

(3): Untersuche den Beweis von (3) Mit der Voraussetzung folgt [ |f|—

afdp=0fireina € {—1,1}. Da|f|—af > 0, folgt mit (1) die Behauptung.
(]

3 Konstruktion von Massen

Fiir die Konstruktion von Massen ist der folgende Begriff niitzlich.

3.1 Definition (dusseres Mass, messbare Menge)
Sei X eine Menge. Ein dusseres Mass v auf X ist eine Funktion v: 2% —
[0, 0], so dass
(i) »(0) =0,
(ii) v(A) <wv(B) fir AC BC X, und
(111) V(U?il A,) S Z;.il V(AZ) fiir Al, AQ, ... CX.
Eine Menge A C X heisst v-messbar, falls

v(D)=v(DNA)+v(D\ A)
fiir jede Menge D C X.
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Ein dusseres Mass v ist also monoton (Eigenschaft (ii)) und o-subadditiv (Ei-
genschaft (iii)), mit (i) also auch (endlich) subadditiv. Damit ist eine Menge
A C X bereits v-messbar, wenn

v(D) >v(DNA)+v(D\ A)
fir alle D C X mit v(D) < oo.

3.2 Satz (Carathéodory)
Ser X eine Menge und v ein dusseres Mass auf X. Dann st

M = {AC X : A ist v-messbar}

eine o-Algebra, und die Einschrinkung p := v| 4 ist ein vollstindiges Mass.

Beweis: Offensichtlich ist X € 4, da v(D) =v(DNX)+v(D\ X) fiir alle
D C X. Mit A € # ist auch A° € #, da
v(D)=v(DNA)+v(D\A) =v(D\ A°) +v(D N A°)
fir alle D C X. Aus A, B € . folgt AUB € ., da
v(D)=v(DNA)+v(D\ A)
=v(DNA)+v((D\A)NB)+v((D\A)\B)
>v(DN(AUB))+v(D\ (AUB))
fiir alle D C X. Somit ist ./ eine Algebra (s. [1.2)).
Seien Ay, As, ... € A paarweise disjunkt. Wir zeigen, dass B := [J;=, A; €
A und v(B) = "7, v(A;); dann ist . eine o-Algebra und v| 4 ein Mass.
Setze By := Ule A;. Firalle D C X und k=2,3,... gilt
V(DﬂBk) = V(DﬂBk ﬂAk) —|—V(D N Bk\Ak)
=v(DNAg) 4+ v(DN By_),

also v(D N By) = Zle v(DNA;). Da By € 4 und By, C B, folgt

v(D) =v(DNBy)+v(D\ By) > Y v(DNA)+v(D\B).

Da dies fiir alle £ gilt und v o-subadditiv ist, folgt schliesslich
v(D) > v(DNA)+v(D\B)>v(DNB)+v(D\B) >v(D),
i=1
d.h. B € . Fir D = B ergibt die letzte Zeile gerade v(B) = >~ v(4;).

Das Mass p = v| 4 ist vollstdndig: Jede Menge A C X mit v(A) = 0 ist
v-messbar, da v(D) <v(DNA)+v(D\ A) <v(D) fir alle D C X. O
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Ist umgekehrt (X, .#, ) ein Massraum, so wird durch
v(A):=inf{u(B): AC Be . #}

ein dusseres Mass erklirt, und jede Menge A € .# ist v-messbar (Ubung).

Sei X eine Menge und &/ C 2% eine Algebra (s.[1.2). Ein Prdmass p auf o/
ist eine Funktion p: &/ — [0, 00|, u # oo, die in folgendem Sinn o-additiv
ist: Sind A;, Ay, ... € & paarweise disjunkt, und ist auch |J;o; A; € o, so

gilt
Uz 1A Z p(A

Jedes Pramass p: o/ — [0, oo erfiillt u(@) = 0 und ist (endlich) additiv und
monoton (dies folgt wie in . Ein Pramass p auf einer Algebra .o/ heisst
o-endlich, falls eine Folge von Mengen Fi, Es, ... € & mit u(E;) < oo und
U2, Ei = X existiert.

3.3 Satz (Erweiterungssatz, Carathéodory-Hahn)
Sei X eine Menge, o/ C 2% eine Algebra und pu ein Primass auf < .

(1) Definiere v: 2% — [0, 00| durch
v(A) == inf{3> %, W(By) : By € &, A C Up2 Br};

v st ein dusseres Mass.

(2) Sei A die o-Algebra der v-messbaren Mengen (s.[3.2). Das Mass v|.4
ist eine Erweiterung von p, d.h. o/ C M und v|y = p

(3) Ist zusdtzlich p o-endlich, so ist die in (2) angegebene Erweiterung
eindeutig in folgendem Sinn: Ist A" eine o-Algebra mit of C M C M
und ist y' ein Mass auf A" mit 1|, = p, so gilt y' = v| 4.

Beweis: (1): Offensichtlich ist ¥ monoton und v()) = 0. Seien Ay, Ay, ... C
X, A:=UZ Ai. Zu e > 0 wihle By, € o7, so dass 4; C J,—, Bix und
220:1 w(Bi) < v(A;) + 27%; dann folgt

v(A) < > p(Bu) < ) v(A

Somit ist v o-subadditiv.

(2): Sei A € . Es gilt v(A) < u(A). Ist A C U, By, fiir paarweise dis-
junkte By € o, setze A := AN Byj. Dann sind die A, in &/ und paarweise
disjunkt, und A = (J,o, Ax. Somit gilt p(A) = > r2, w(Ar) < > ope, u(By).
Dies impliziert p(A) < v(A). Damit ist v|, = p.
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Es bleibt noch die v-Messbarkeit von A € & zu zeigen. Sei D C X mit
v(D) < 00. Zu € > 0 wéhle By, € & mit D C |J,—, Br und > ;- u(By) <
v(D)+e. Esgilt u(Br N A)+ pu(Bp \ A) = p(By), also

> B A) +> B\ A) < v(D) +e.
k= k=1

1

DaDNAC U (BknNA)und D\ A C U;— (B \ A), folgt (DN A)+
v(D\ A) <v(D)+e.

(3): Sei p’ ein Mass auf der o-Algebra .#’, wobei o C A" C A und ||y =
p. Sei A € A’ Fir B, € o mit A C J;—, By gilt p/(A) <> 72 //(By) =
> re i i(By). Dies zeigt, dass p/ < v auf .#’. Wihle paarweise disjunkte
E; € o mit p(E;) < oo und X = (J;2, E;. Dann sind E; N A, E; \ A € A,
also gilt ¢/ (E;NA) <v(E;NA)und p/(E;\ A) <v(E;\ A). Mit

f(E:NA)+ (B \ A) = p(B;) = w(E;) = v(E;) = v(E;NA) +v(E;\ A)

und p(F;) < oo folgt (/' (E;NA) = v(E;NA). Summation iiber i gibt y/(A) =
v(A). 0

Wir konstruieren jetzt das Lebesgue-Mass auf R™ durch Erweiterung des
Elementarinhalts von endlichen Vereinigungen von Quadern. Ein Intervall
I C R ist eine zusammenhéingende Menge, d.h. eine Menge von einem der
Typen

(a,b), —oo<a<b< oo,
[a,b), —o0<a<b< o,
(a,b], —o0<a<b<oo,
[a,b], —oo<a<b<oo.

Dann ist L(I) := b—a € [0,00] die Linge von I. Ein Quader @ C R™ ist eine
Menge der Gestalt Q = I; x Iy x ... x I, fiir Intervalle I, ..., I,. Dann ist
V(Q) := L(I)-L(I3)-...-L(1,) das Volumen von @) (wobei wieder 0-co = 0).

3.4 Proposition

Sei of == {A C R" : A ist Vereinigung endlich vieler Quader}; <f ist eine
Algebra. Jedes A € of lisst sich als Vereinigung von endlich vielen, paar-
weise disjunkten Quadern schreiben. Ist A = Ule Q; eine solche disjunkte

Vereinigung, setze p(A) = Zle V(Q;). Dies definiert ein Priamass p auf < .
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Beweis: Man sieht leicht, dass & eine Algebra ist und jedes A € & als
Vereinigung endlich vieler, paarweise disjunkter Quader geschrieben werden
kann (Ubung).

Um zu zeigen, dass p wohldefiniert ist, betrachtet man fiir zwei verschiede-
ne disjunkte Darstellungen A = Ule Q; = Ué.zl Q; die aus allen Q; N Q)
bestehende gemeinsame Verfeinerung; es gilt

k

k l
V@) =D VIQin@) => V(@)

=1 =1 j=1 j=1

Offensichtlich ist (@) = 0. Es bleibt noch die o-Additivitéit von p zu zeigen.
Seien Ay, Ay, ... € & paarweise disjunkt, und sei A := J;2, A; in &7. Da u
offenbar (endlich) additiv und daher monoton ist, gilt

u(A) > p(Ui,Ai) = Z u(A;)

fiir alle k, also u(A) > >°°, u(A;). Fiir den Beweis der umgekehrten Unglei-
chung nehmen wir 0.B.d.A. an, dass alle A; beschrankte Quader sind und
dass A € & abgeschlossen ist. Zu € > 0 wihle offene Quader U; D A; mit
w(U;) < pu(A;) +27%. Fiir [ > 0 betrachte A' := AN [—1,1]". Da A’ kompakt
ist und da A' € |2, Uy, gilt A* ¢ UL, U; fiir ein k = k(1). Es folgt

k k

(A < D p(U:) <D (A +e< D p(A

i=1 i=1
Da pu(A") — u(A) (I — o0), folgt die noch fehlende Ungleichung. O

3.5 Definition (Lebesgue-Mass)

Seien &/ und p wie in Das wie in (1) erklarte zugehorige &dussere
Mass v heisst dusseres Lebesque-Mass auf R™. Die wieder mit p bezeichnete
Erweiterung v| , von p geméss (2) heisst Lebesgue-Mass auf R™; .4 ist
die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™.

Man beachte, dass das dussere Lebesgue-Mass v einfach durch
=inf{>"7,V(Q;) : Q; kompakter Quader, A C |J;2,Q;}

charakterisiert ist. Jede offene Menge ist abzidhlbare Vereinigung von Qua-
dern und daher Lebesgue-messbar. Es folgt, dass jede Borelmenge Lebesgue-
messbar ist. Dies ergibt sich auch aus dem folgenden allgemeinen Satz.
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3.6 Satz (Carathéodory’s Kriterium)
Sei v ein dusseres Mass auf einem metrischen Raum X = (X, d). Dann sind
dquivalent:

(1) Alle Borelmengen sind v-messbar.
(2) v(A)+v(B) =v(AUB) fir alle A, B C X mitd(A, B) := inf{d(x,y) :
r€A ye B} >0.

Beweis: Aus (1) folgt (2): Seien A, B C X mit d(A, B) > 0. Dann existiert
eine offene Menge U D A mit U N B = (). Da U v-messbar ist, folgt

V(AU B) = v((AUB)NU) + v((AUB)\U) = v(A) + v(B).

(2) impliziert (1): Sei .# die o-Algebra der v-messbaren Mengen. Es geniigt
zu zeigen, dass

v(D)>v(DNA)+v(D\A)
falls D C X, v(D) < oo und A C X abgeschlossen; dann ist A € Z,

also B C M. Firi =1,2,... sei A; := {x € X :d(x,A) < 1/i}. Es gilt
d(DNA,D\ A;) > 0 und somit

v(D)>v(DNA)U(D\A))=v(DNA)+v(D\A4)

gemiss (2). Es bleibt noch zu zeigen, dass v(D\ A;) — v(D\ A) (i — o). Da
A abgeschlossen ist, folgt D\ A = (D\ 4;)UUJZ, Ej fiir Ej := DN(A;\ Ajp1).
Es gilt

v(D\ A) < v(D\A) Sv(D\A)+ ) v(E));
j=i
es geniigt zu zeigen, dass ) 77, v(E;) < oo. Fiir k > j + 2 ist d(E}, Ey) > 0.
Mit (2) folgt fir alle n € N, dass

n

> v(Bya) = v(U Ba) < v(D)

=1

und ebenso Y ", v(Ey) < v(D). Da v(D) < oo, folgt der Satz. O

Eigenschaft (2) gilt offensichtlich fiir das dussere Lebesgue-Mass: In der Cha-
rakterisierung von v konnen o0.B.d.A. alle Quader mit Durchmesser < §
gewdhlt werden fiir ein beliebiges § > 0. Fiir A,B C X mit d(4,B) > 0
wéhle man 0 < d(A, B)/2.
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3.7 Definition (Borel-regulires dusseres Mass)

Ein dusseres Mass v auf einem topologischen Raum X heisst Borel-requldr,
falls jede Borelmenge v-messbar ist und jede Menge A C X in einer Borel-
menge B mit v(A) = v(B) enthalten ist.

3.8 Satz
Sei v das dussere Lebesque-Mass auf R™. Fiir jede Menge A C R"™ gilt

v(A)=inf{v(U): ACU, U CR" offen},

insbesondere existiert eine Gs-Menge B, so dass A C B und v(A) = v(B).
Somit ist v Borel-reguldr.

Beweis: Sei A C R". Zu € > 0 wihle kompakte Quader Q; mit A C |J;2, Q;
und Y o2, V(Q;) < v(A) 4+ e. Wihle dann offene Quader U; D @, so dass
V(U;) < V(Q;) + 2 %. Dann ist U := |J;2, U; offen, A C U, und

il/ ZV i ) +e<v(A)+ 2.

Dies zeigt die erste Behauptung.

Um eine Gs-Menge B mit A C B und v(A) = v(B) zu finden, wihle offene
Mengen Uy, so dass A C Uy und v(Uy) — v(A) (K — o0). Setze B :=
Nrey Ug. Fr alle k gilt A € B C Uy, also v(A) < v(B) < v(Uy) — v(4),
d.h. v(A) = v(B). O

3.9 Satz (Einschrinkung dusserer Masse)
Sei v ein dusseres Mass auf einem topologischen Raum X, A C X. Definiere
vL A: 2% — [0, 00] durch (v A)(B) :=v(AN B).
(1) vLA ist ein dusseres Mass, und jede v-messbare Menge ist auch (v A)-
messbar.
(2) Ist v Borel-requlir und A v-messbar mit v(A) < 0o, so ist v A Borel-
requldr.

Beweis: (1): Es ist klar, dass v_A ein dusseres Mass ist. Ist C' C X v-messbar,
so gilt fiir jedes D C X

(vLA)D)=v(AND)=v((AND)NC)+v((AND)\C)
=v(AN(DNC))+v(An(D\CO))
=wLA)(DNC)+ (vLA)(D\C);

C' ist also auch (vL A)-messbar.
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(2): Sei A v-messbar mit v(A) < co. Wihle eine Borelmenge B mit A C B
und v(A) = v(B). Da A v-messbar und v(A) < oo ist, folgt

v(B\A)=v(B)—v(BNA)=v(A) —v(A) =0.

Sei jetzt C' C X; wir zeigen, dass C' in einer Borelmenge D mit (vL A)(D) =
(vL A)(C) enthalten ist. Wihle eine Borelmenge E, so dass BN C C E und
v(BNC) = v(F). Dann ist D := EUB® eine Borelmenge, C C (BNC)UB* C
Dund AND C BND C E. Es folgt

V(AND)<v(E)=v(BNC)<v(AnC)+v(B\A)NC)=v(ANC)
und somit (v A)(D) = (v A)(C). O

3.10 Satz (Approximationseigenschaften)
Sei v ein Borel-regulires dusseres Mass auf einem metrischen Raum X und
A C X eine v-messbare Menge.

(1) Ist v(A) < oo, so existiert fir jedes € > 0 eine abgeschlossene Menge
C C A mit v(A\ C) < ¢, insbesondere gibt es eine F,-Menge FF C A
mit v(A\ F) =0.

(2) Ist A C U2, Vi fiir offene Mengen V; C X mit v(V;) < 0o, so existiert
fiir jedes € > 0 eine offene Menge U D A mit v(U\ A) < e, insbesondere
gibt es eine Gg-Menge G D A mit v(G'\ A) = 0.

Man beachte, dass die Folgerung von (2) nicht allgemein unter der Voraus-
setzung v(A) < oo in (1) gilt: Ist v das Z&hlmass auf R und A C X eine
endliche Menge, so ist v(U \ A) = oo fiir jede offene Umgebung U von A.
Aus (1) und der Borel-Regularitdt von v folgt, dass fiir jede v-messbare
Menge A C X mit v(A) < oo eine F,-Menge F' und eine Borelmenge G
existieren, so dass FF C A C G und

vV(G\F)=v(G\A)+v(A\F)=0.

Umgekehrt gilt: Ist v ein dusseres Mass auf einer Menge X, A C X, und
existieren v-messbare Mengen F,G C X mit F C A C G und v(G \ F) =0,
so ist A v-messbar. Dies entspricht gerade der Vollsténdigkeit des Masses
pw=vlg (s.8.2): Dapu(G\F)=0und A\F CG\F,ist A\ F € .#, also
A=FU(A\F)e . «.

Beweis von[3.10} (1): Nach[3.9)ist v4 := vL A ein (endliches) Borel-reguléres
ausseres Mass. Sei o/ die Menge aller A’ C X, so dass fiir jedes € > 0 eine
abgeschlossene Menge C' und eine offene Menge U mit C' ¢ A’ € U und
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va(U \ C) < € existieren. Wir zeigen zunéchst, dass &7 eine o-Algebra ist.
Offensichtlich ist X € &7, da X abgeschlossen und offen ist. Ist A’ € &7, und
gilt v4(U\C') < e fiir Mengen C' C A" C U wie oben, so folgt U¢ C (A")¢ C C°
und v4(C°\U°) = va(U\ C) < ¢ somit ist (A')° € 7. Sind Ay, Ay, ... €
und gilt v4(U; \ Ciz < 27 % fiir abgeschlossene bzw. offene Mengen C; C A; C
Ui, so ist C% := |J;_, C; fiir k € N abgeschlossen, U := |52, U; ist offen, und
es gilt C* C | J2, A; C U. Da ausserdem (-, (U \ C*) = U\ U2, C;, folgt
mit [3.2] und [1.14)(5) (hier wird v4 < oo verwendet)

lim v, (U\ CF) = va(U\UZ,0) < D valUi\ Ci) <6

somit ist (J;~, A; € 7. Die o-Algebra &/ enthélt alle abgeschlossenen Men-
gen in X, da jede solche Menge gleich dem Durchschnitt ihrer offenen 1/k-
Umgebungen ist fiir £ € N. Somit umfasst .« alle Borelmengen. Nun existiert
eine Borelmenge B mit A C B und v(B \ A) = 0, weiter ist B \ A in einer
Borelmenge D mit v(D) = 0 enthalten. Fiir £ := B\ D gilt dann £ C A
und v(A\ E) =0. Da E € &, folgt die erste Aussage in (1) fiir A.

Um eine F,-Menge F' C A mit v(A\ F') = 0 zu finden, wihle abgeschlossene
Mengen C; C A mit v(A\ Cj) — 0. Setze I = J;Z, C;. Fiir alle j gilt
V(A\ F) <v(A\Cj), alsov(A\ F)=0.

(2): Nach (1) existiert fiir jedes i eine abgeschlossene Menge C; C V; \ A, so
dass v(V; \ A\ C;) < 27%. Dann ist A C ;o (V; \ C;) = U und v(U \ A) <
2itv(Vi\CGi\ A) <e

Um eine Gs-Menge G O A mit v(G \ A) = 0 zu finden, wéhle offene Mengen
U; > A mit v(U; \ A) = 0. Setze G := (\;2, U;. Dann folgt v(G'\ A) <
I/(Uj \ A) — 0. (Il

Wir stellen die Eigenschaften des Lebesgue-Masses auf R" zusammen.

3.11 Satz (Eigenschaften [des Lebesgue-Masses)
Seien o/, v, p = v| 4 wie in|3.5,
(1) p ist ein vollstindiges Mass mit 1(Q) = V(Q) fir jeden Quader @ C
R™.
(2) Es qilt o C B C M, ebenso B C M fir jede o-Algebra M O < .
Fiir alle A € A gilt

p(A) = sup{u(C) : C C A, C kompakt},
p(A) =inf{u(U) : AC U, U offen},

und es ezistieren eine F,-Menge F C A und eine Gs-Menge G D A,
so dass p(G'\ F') = 0.
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(3) w ist translationsinvariant, d.h. fir alle A € A undx € R" istz+ A €
A und p(x + A) = u(A). Ebenso ist v(x + A) = v(A) fir alle AC X
und x € R™.

(4) Ist i ein translationsinvariantes Mass auf einer o-Algebra #' mit
o C M C M, und ist )’ endlich auf kompakten Mengen, so existiert
eine Konstante ¢, so dass p'(A) = cu(A) fir alle A € A'. Ist V' ein
translationsinvariantes, Borel-requldres dusseres Mass auf R™, und ist
V' endlich auf kompakten Mengen, so gilt V' = cv fiir eine Konstante c.

(5) Fliir jede lineare Abbildung T : R™ — R" existiert ein A(T) € R, so dass
T(A) € A und u(T(A)) = A(T)u(A) fir alle A € A . Insbesondere
gilt u(T(A)) = u(A), falls T eine Drehung ist, d.h. T € O(n).

Eigenschaften (3) und (5) zeigen, dass p invariant ist unter Bewegungen,
d.h. p(x +T(A)) = p(A) fir alle T € O(n) und = € R™.

Beuweis: (1) ist klar nach Konstruktion (s. [3.2] [3.3(2)).

(2): Die Identitat p(A) = inf{u(U) : A C U, U offen} und die Existenz einer
Gs-Menge G D A mit pu(G\ A) = 0 folgen aus und) 3.10[2). Aus[3.10)1)
folgt ausserdem, dass fiir £ = 1,2,... kompakte Mengen C} C A, := AN
[—Fk, k)™ mit u(Ax \ Ckx) < 1/k existieren. Da u(Ag) — u(A) (1.14(4)), gilt
1(Cr) — u(A). Weiter existieren F,-Mengen Fy C Ay mit pu(Ag \ Fi) = 0.
Fir F' = 2, Fi folgt u(A\ F) < 3777, n(Ag \ Fi,) = 0.

(3) ist klar, da p|. translationsinvariant ist.

(4): Sei ¢ := p/([0,1)™). Mit der Translationsinvarianz von ' folgt leicht,
dass jeder Quader der Gestalt Q = Q(k,z) = x + [0,27%)" mit € R" und
k€ NU{0} Mass 1/(Q) = cu(Q) hat. (Zerlege [0,1)" in 2" Quader dieser
Gestalt fiir ein festes k.) Jede offene Menge U C R™ ldsst sich als Vereinigung
abzéhlbar vieler, paarweise disjunkter Quader dieser Gestalt darstellen. (Nen-
ne Q(k,z) diadisch falls x € (27*Z)". Nimm alle diadischen Q(k,z) C U,
die nicht in einem grosseren diadischen Q(k’, 2") C U enthalten sind.) Damit
folgt p/'(A) = cu(A) fir alle A € of; zuerst fiir alle offenen Quader, dann
mittels [I.14)(5) fiir alle beschréinkten Quader, dann fiir alle A € &. Da p
o-endlich ist, folgt mit der Eindeutigkeitsaussage aus (3), angewandt auf
(L/e)i, dass p' = cpl.a-

Fiir v/ folgt ganz analog, dass v/(U) = cv(U) fir jede offene Menge U.
Mit [3.102) und der Borel-Regularitét folgt v/ = cv.

(5): Ist dim(T'(R™)) < n, so ist u(T'(R™)) = 0. Somit gilt die Behauptung fiir
A(T) = 0. Sei jetzt T reguldr. Dann ist 7' ein Homéomorphismus, 7" bildet
also Borelmengen auf Borelmengen ab. Definiere p/ auf # durch p/(B) =
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w(T(B)). Fir z € R" und B € £ gilt
p(x+ B) = u(T(x+ B)) = w(Tz + T(B)) = p(T(B)) = p'(B);

i ist also translationsinvariant. Da &/ C % C ., folgt aus (4), dass
w(T'(B)) = (B) = A(T)u(B) fiir eine Konstante A(T'). Fir A € A
wihle F,G € %, so dass F C A C G und u(G\ F) = 0, s. (2). Dann
ist T(F) Cc T(A) C T(G) und

pT(GN\T(F)) = w(T(G\ F)) = AT)(G\ F) = 0.

Da p vollsténdig ist, folgt T'(A) € .4 und

Ist T € O(n), wihle B = {z € R" : |z| < 1}; dann ist T(B) = B, also
w(T(B)) = u(B), dh. A(T) =1. O

Ist (R™, ;) der Lebesgue-Massraum, so schreiben wir L'(R") anstelle von
LY (u). Ist E C R"™ Lebesgue-messbar und (E, #g, ug) der entsprechende
Massraum (4, = {A e M A C EY}, pe = p|A,), so schreiben wir L'(F)
statt L'(ug) und [ [(x) dx statt fEfd,ue, im Fall n = 1 und E = [a,}]

(oder E = (a,b),]a, b),(a, b]) wie iiblich fa f(x)dx. Ist f beschrinkt und
Riemann-integrabel iiber [a,b], dann ist f € Ll([a, b)) und das Riemann-
Integral R—f; f(x) dr stimmt mit dem Lebesgue-Integral fab f(x) dzx iberein.
(Dies folgt leicht mit Satz (monotone Konvergenz).)

Wir haben noch keine Antwort auf folgende Fragen: Ist jede Lebesgue-
messbare Menge eine Borelmenge? Ist jede Teilmenge von R™ Lebesgue-
messbar? Die Antwort ist in beiden Féllen negativ, sogar fiir n = 1. Die
erste Frage ldsst sich mit einer Kardinalitdtsiiberlegung beantworten. Sei ¢
die Kardinalitit von R (iiquivalent: von 2V). Die Topologie von R" hat ei-
ne abzéhlbare Basis und erzeugt ; man kann daraus schliessen, dass #
die Kardinalitidt ¢ hat. Andererseits existiert eine Cantormenge £ C R mit
u(E) = 0. Da p vollstandig ist, ist jede der 2¢ Teilmengen von E Lebesgue-
messbar. Da 2¢ > ¢, sind die meisten Teilmengen von E keine Borelmengen.
Der folgende Satz beantwortet die zweite Frage.

3.12 Satz

Ist A C R und ist jede Teilmenge von A Lebesgue-messbar, so ist A eine
Lebesgue-Nullmenge. Jede Menge mit positivem Lebesque-Mass enthdlt daher
nicht-messbare Teilmengen.
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Beweis: Betrachte die folgende Aquivalenzrelation auf R: r ~ s < r—s € Q.
Wihle £ C R so, dass FE genau einen Punkt aus jeder Aquivalenzklasse
enthélt (Auswahlaxiom). Dann gilt:

(1) (r+E)N(s+E)=0firr,seQ,r #s.

(2) Jedes x € R liegt in r + E fiir ein r € Q.
(Beweis von (1): Seix € (r+ E)N(s+ E); dann ist x = r +y = s+ z fur
y,z € E;somit y —z=s—r € Q\ {0}, im Widerspruch zur Wahl von E.
Beweis von (2): Fiir jedes € R gibt es ein eindeutig bestimmtes y € E, so
dassz ~ y. Dannist r := x—y € Qund x = r+y € r+FE.) Fixiere im Moment
t € Q und setze A; := AN (t+ E); A; ist messbar nach Voraussetzung. Sei
C' C A; kompakt, und sei D := (J,cgn(r + C). D ist beschréinkt, also ist
u(D) < 00. Da C Ct+ E, zeigt (1), dass die r + C' paarweise disjunkt sind.
Somit gilt u(D) =Y u(r+C). Da u(r + C) = u(C), folgt u(C) = 0. Dies
gilt fiir alle kompakten C' C A, also ist p(A;) = 0 wegen [3.11](2). Wegen (2)
ist ausserdem A = J,q At, somit p(A) = 0. O

3.13 Bemerkung (Nachtrag zu [3.11])

Fiir die Konstante A(7T) > 0 in [3.11((5) folgt A(T) = |det T'|. Jede linea-
re Abbildung 7': R"” — R"™ lisst sich als Verkettung endlich vieler linearer
Abbildungen der folgenden drei Typen schreiben:

(I) T permutiert die Standard-Basisvektoren e, ..., e,.

(II) Tey = ey, Tey = e fiir k=2,...,n.
(IIT) Tey =€y + ey, Tep, = e flr k=2,... n.
Wegen dem Multiplikationssatz fiir Determinanten geniigt es, A(T) =
| det T'| fiir Abbildungen T' der Typen (I), (II), (ITI) einzeln zu zeigen. Fiir
Typ (I) und (IT) ist dies leicht. Ist 7" vom Typ (III), so ist det(7) = 1 und
fir @ :=10,1)" ist

T(Q)={(&,. . .&) <& <&+1,0<&G<1firk=2,...,n}

Fiir A1 = {(51, e 7§n> € T(Q) : 52 < 1} und AQ = T(Q)\Al gllt A1U(A2—
62) = Q und A1Q<A2—€2) = (Z), somit A(T) = /,L(Al UAQ) = M(A1)+M(A2) =
1(Ar) + p(Az — e2) = p(Q) = 1.

Wir konstruieren weitere Beispiele von (dusseren) Massen. Fiir eine Teilmen-
ge C eines metrischen Raumes X bezeichnet

diam C' := sup{d(z,y) : x,y € C}

den Durchmesser von C.
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3.14 Definition (Hausdorff-Masse)
Sei X ein metrischer Raum, 0 < s < oo. Fiir A C X definiere

A (A) = inf{>;, (diam Cy)® : Cy C X, diam Cy, < 6, A C U2, Ci },
HC°(A) :=lim A5 (A) = sup 5’ (A).

840 §>0

Die so definierte Funktion #%: 2% — [0, o] heisst s-dimensionales dusseres
Hausdorff-Mass.

Eine entsprechende {ibliche Bezeichnung fiir das n-dimensionale &ussere
Lebesgue-Mass ist £". In [3.14 werden die Konventionen

0°=1 und (diam@)® = 0 fiir alle s > 0

sowie inf() = oo verwendet. Offensichtlich ist #° gerade das Zihlmass
(s. [1.15(1)), und auf R stimmt 2! mit dem Husseren Lebesgue-Mass !
iiberein.

3.15 Satz (Eigenschaften der Hausdorff-Masse)

(1) o2 ist ein Borel-regulires dusseres Mass fir alle s > 0.

(2) Ist0 < s<t<oo, AC X und #*(A) < 00, so ist H'(A)=0.

(3) ¢ ist isometrie-invariant. Fir n € N und X = R" existiert eine
Konstante 0 < ¢ < o0, so dass " = c L.

(4) Ist AC X und f: A — Y eine A-Lipschitz-Abbildung in einen metri-
schen Raum Y (d.h. d(f(z), f(z')) < Ad(z,2’) fir alle x,2" € A), so
gilt A (f(A)) < XA A)

Die Hausdorff-Dimension dimy(A) einer nicht-leeren Menge A C X ist die
Zahl

dimpy(A) =inf{s > 0: #°(A) =0}
=inf{s > 0: 7°(A) < oo}
=sup{s > 0: #°(A) > 0};

nach (2) stimmen diese Gréssen iiberein. In (3) gilt fiir die in [3.14] gewéhlte
Normierung 5" = (2" /a,)L", wobei o, := £"(B(0,1)).

Beweis von [3.15} (1): Offensichtlich sind J;* (0 < § < 0o) und ¢ Hussere
Masse. Fiir A, B C X mit d(A, B) > § gilt #°(AU B) = #(A) + 6 (B).
Daraus folgt J#°(A U B) = #%(A) + s°(B) falls d(A, B) > 0, nach
(Carathéodory’s Kriterium) sind also alle Borelmengen .#*-messbar. Sei A C
X eine Menge mit J#°(A) < oo. Wéhle eine Nullfolge §; > §o > ..., so
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dass J#*(A) < oo. Fiir i = 1,2,... existiert dann jeweils eine Uberdeckung
(Cik)ken von A durch abgeschlossene Mengen Cj, mit diam Cy, < ¢; und
> ey (diam Cyp.)* < H5°(A) 4 6;. Die Borelmenge B := (2, U;—; Cix enthilt
A, und es gilt

1—00

A°(B) = lim 4 (B) < liminf ) " (diam Cj)*
k=1
< lim (5 (A) + 6;) = H°(A).
1—00

Dies zeigt, dass 7”° Borel-regulér ist.

(2): Ist (Cp)ren eine Uberdeckung von A mit diamCj, < §, so gilt
(diam Cy)t < 0" %(diam Cy)® fiir alle k. Daraus folgt leicht die Behauptung,.
(3): Fiir einen Wiirfel ¢ C R" gilt (diam C)" = /n"V(C). Daraus folgt
" < /"L, insbesondere ist " endlich auf kompakten Mengen. Die
Behauptung folgt mit [3.11{(4).

(4): Ist (C)ren eine Uberdeckung von A mit diam Cj, < §, so ist diam f(Cj,N
A) < Adiam C}, < Ad und somit

o0 o0

H5(F(A) <) (Adiam Cp)* = A (diam Cy.)*.
k=1 k=1
Da dies fiir alle solchen Uberdeckungen gilt, folgt 24%5(f(A) < A% (A) und
daraus die Behauptung. a

Wir kénnen [3.2] [3.9 und auf 7#* anwenden. Man beachte aber, dass .#°
nur in speziellen Féllen lokal-endlich ist (z.B. X = R", s = n oder X diskret,
s =0). Ist E C X eine J*-messbare Menge mit J#°(E) < oo, so ist jedoch
A% _E ein endliches Borel-reguléires dusseres Mass (3.9)(2)), fiir welches die
Voraussetzungen in also immer erfiillt sind.

4 Radon-Masse

4.1 Definition (lokal-kompakter Hausdorff-Raum)
Sei X ein topologischer Raum.

(1) Eine Menge U C X heisst eine Umgebung von x € X, falls U eine
offene Menge enthélt, die x enthélt. X heisst ein Hausdorff-Raum, falls
zu je zwei verschiedenen Punkten disjunkte Umgebungen existieren.

(2) X heisst kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine endliche
Teilitberdeckung besitzt. X heisst lokal-kompakt, falls jeder Punkt eine
kompakte Umgebung besitzt.
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R™ ist ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum. Jeder metrische Raum ist ein
Hausdorff-Raum. Ein kompakter Teilraum eines Hausdorff-Raumes X ist ab-
geschlossen in X.

4.2 Definition (Radon-Mass)
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, .# eine o-Algebra in X. Ein
Mass p auf .# heisst ein Radon-Mass, falls gilt:

(i) BC .

(i) Ist C' C X kompakt (also abgeschlossen, also in %), so ist u(C) < oc.
(iii) Ist U C X offen, so ist

w(U) = sup{u(C) : C C U, C kompakt}.
(iv) Ist A € A, so ist
u(A) =inf{u(U) : AC U, U offen}.

Gemiss [3.11)(2) ist das Lebesgue-Mass auf R" ein Radon-Mass; (iii) gilt dann
sogar fiir alle U € .. Man vergleiche den folgenden Approximationssatz
mit [3.10¢

4.3 Satz (Approximationseigenschaften von Radon-Massen)
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, 1 ein Radon-Mass auf (X, #)
und A € A .
(1) Ist u(A) < oo, so existiert fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge C' C A
mit w(A\ C) <e.
(2) Ist A =J;2, A; fir messbare Mengen A; mit j1(A;) < oo, so existiert
fiir jedes € > 0 eine offene Menge U D A mit u(U \ A) < e.

Beweis: (1): Wihle (mittels[4.2)(iv)) offene Mengen V und W, so dass A C V
und u(V\A) < /2 sowie V\A C W und (W) < €/2. Wihle (mittels[4.2{iii))
eine kompakte Menge C' C V, so dass u(V \ C') < €¢/2. Dann ist C'\ W ein
kompakte Teilmenge von V' \ W C A, und

p(AN (CAW)) < (VA C) + (W) < e
(2): Wihle (mittels [4.2[iv)) offene Mengen U; D A; mit p(U; \ A;) < 27%,
und setze U = | J;=, U. O

Ist X zusitzlich o-kompakt, d.h. X = J;2, D; fur kompakte Mengen D;, so
ldsst sich wie folgt vereinfachen bzw. verschérfen:

4.4 Satz
Sei (X, A , 1) wie ind.3, aber X zusdtzlich o-kompakt, und sei A € A .
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(1) Fiir jedes € > 0 existiert eine abgeschlossene Menge C C A mit
u(A\C) <e, und

w(A) =sup{u(C) : C C A, C kompakt}.
(2) Fliir jedes € > 0 existiert eine offene Menge U D A mit u(U \ A) < e.

Beweis: Da X o-kompakt ist und kompakte Mengen endliches Mass haben,
folgt (2) aus[4.3(2).

(1): Sei A € # und € > 0. Nach (2) existiert eine offene Menge U D A® mit
uw(U\ A°) < e. Fir C := U° gilt dann C C A und A\ C = U \ A°. Die zweite
Aussage von (1) gilt nach [4.3|1) unter der Zusatzvoraussetzung p(A) < oo.
Ist u(A) = oo, X = U, Di, D1 C Dy C ... kompakt, wihle kompakte
Mengen C; C AND; mit u(C;) > p(AND;)—1. Da |J;Z, (AN D;) = A, folgt
(AN D;) — p(A) = oo ([1.14[(4)) und somit p(C;) — p(A). O

Fiir den néchsten Satz zitieren wir ein Resultat aus der Topologie:

4.5 Satz (Lemma von Urysohn)

Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, V C X offen, C C V' kompakt.
Dann existiert eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit kompaktem Trager
Tr f (Abschluss von {x : f(x) # 0}), so dass f > xc und Tr f C V.

Beweis: S. [Rudin, 2.12]. 0

Ist X ein topologischer Raum, so bezeichnen wir mit C.(X) den Vektorraum
der stetigen reellen Funktionen auf X mit kompaktem Trager.

4.6 Satz (Lusin)

Sei p ein Radon-Mass auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X, f eine
reelle messbare Funktion auf X, u(A) < oo, f(x) =0 firx € X \ A, und sei
€ > 0. Dann ezistiert eine Funktion g € C.(X), so dass

plfe - fla) # g(2)}) <e

Beweis: Nimm zuerst an, dass 0 < f < 1 und A kompakt sei. Wéhle messbare
Treppenfunktionen 0 < s; < s < ... < f wie im Beweis von [I.12] so
dass s,(z) — f(x) (n — oo) fir alle z € X und s,(X) C 27"Z. (Sei
©n: [0,1) = [0,1) die grosste Funktion mit Werten in 27"Z, so dass ¢, (t) <
t fur alle t. Setze s, := ¢, o f.) Definiere t; := sy und ¢, = s, — sp_1
fir n = 2,3,.... Dann ist 2"t,, die charakteristische Funktion einer Menge

T, C A, und f(z) = >.07  to(x) (z € X). Wihle eine offene Menge V D A

n=1"n
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mit kompaktem Abschluss V. Es existieren kompakte Mengen C,, und offene
Mengen V,,, so dass C,, C T,, C V,, C V und u(V,,\C,,) < 27" (4.3)). Nach
gibt es stetige Funktionen h,,: X — [0, 1], so dass x¢, < hn < xv,. Definiere

=> 27", (z) (x€X).

Diese Reihe konvergiert gleichméssig auf X, somit ist g stetig. Der Tréger von
g liegt in V, ist also kompakt. Es gilt 27"h,,(x) = t,(x) ausserhalb V,,\ C,,, so-
mit g(x) = f(x) ausserhalb [ J°7 ,(V,,\ C},), wobei u(U;—, (V, \ Cr)) < €. Dies
zeigt die Behauptung im Fall 0 < f < 1 und A kompakt. Daraus folgt die Be-
hauptung fiir f beschrinkt und A kompakt, die Kompaktheitsvoraussetzung
an A kann ausserdem wegen z1(A) < co mittels[4.3(1) eliminiert werden. Fiir
eine allgemeine reelle (messbare) Funktion f setze B, == {z : |f(z)| > n};
dann gilt (72, B, = 0, also pu(B,) — 0 (L.14(5) 31 C A). Da f mit der
beschrankten Funktion (1 — xp,)f ausserhalb B, uberelnstlmmt, folgt das
allgemeine Resultat. O

4.7 Definition

Eine R-wertige (oder R-wertige) Funktion f auf einem topologischen Raum X
heisst von unten halbstetig bzw. von oben halbstetig, falls {x € X : f(x) > o}
bzw. {x € X : f(x) < a} offen ist fiir jedes a € R.

Offensichtlich ist f: X — R ist genau dann stetig, wenn f sowohl von unten
als auch von oben halbstetig ist. Die charakteristische Funktion einer offenen
bzw. abgeschlossenen Menge ist von unten bzw. von oben halbstetig. Das
Supremum einer Familie von Funktionen, die von unten halbstetig sind, ist
von unten halbstetig. Das Infimum einer Familie von Funktionen, die von
oben halbstetig sind, ist von oben halbstetig.

4.8 Satz (Vitali-Carathéodory)

Sei 1 ein Radon-Mass auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X. Sei
f € L' (u) und € > 0. Dann ezistieren eine von oben beschrinkte und von
oben halbstetige Funktion u und eine von unten beschrdnkte und von unten
halbstetige Funktion v auf X, so dass u < f < v und

/v—udu<e.
X

Beweis: Zuerst nehmen wir f > 0 und f # 0 an. Dann ist f punktwei-
ser Limes einer Folge messbarer Treppenfunktionen 0 =350 <51 < s9.

Setze t, == S, — Sp—1 (n € N); es gilt f = > t,. Es existieren messba—
re Mengen E; (nicht notwendigerweise disjunkt) und Konstanten ¢; > 0, so
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dass f(x) = 32, cixg, () (v € X). Es folgt Y i ciu(E;) = [ fdu < oo.
Wihle kompakte Mengen C; und offene Mengen V;, so dass C; C E; C V;
und c;u(V; \ C;) < 27" e (i € N). Setze dann

N [e's)
U = § CiXC;» V= E CiX Vs
i=1 =1

wobei N so gewdhlt sei, dass > ° v ; ¢;u(E;) < €/2. Dann ist n von oben
halbstetig, v von unten halbstetig, u < f < v, und

v—u < ZQ(XVZ- —Xc,) + Z CiXE;»
=1 i=N+1

somit [ « ¥ — wdp < e Im allgemeinen Fall schreiben wir f = f+ — f~
und wihlen u; < fT < wy, ug < f~ < vy wie oben, mit fX v —up dp < €/2,
fX vo—ug dp < €/2. Dann haben u := u; —v9 und v := v; —uy die gewiinschten
Eigenschaften, und [, v —udp = [, vy —widp+ [ vo —ugdp < e. O

4.9 Satz (Zerlegung der Eins)

Seien X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, Vi, Vs, ..., V, C X offen und
C c UL, V: kompakt. Dann ezistieren stetige Funktionen h;: X — [0, 1]
(i = 1,2,...,n) mit kompaktem Triger Trh; C V; und > hi(xz) =1 fir
allex € C.

Beweis: Jedes © € (' besitzt eine offene Umgebung W, mit kompaktem
Abschluss W, C V; fiir ein i = i(z). (Verwende z.B. fur {z} C V; und
setze W, := {z : f(z) # 0}.) Es existieren zy, ..., 2, so dass C' C UL, Wo,.
Fiir 1 <7 < mnsei D; die Vereinigung aller ij, die in V; liegen. Nach gibt
es stetige Funktionen g;: X — [0,1] mit g; > xp, und kompaktem Tréger
Tr g; C V;. Setze

Esgilt Trh; C Viund hy +ho+ ...+ h,=1—(1—g1)(1 —g2)... (1 — g,)
(Beweis durch Induktion). Wegen C' C |J;_, D; ist fiir jedes € C wenigstens
ein g;(x) gleich 1, somit > | h;(z) = 1. O
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Im Folgenden bezeichnet C.(X) wieder den Vektorraum aller stetigen reellen
Funktionen auf X mit kompaktem Tréger. Ist p ein Radonmass auf X, so

wird durch
Af ::/ fdu
X

eine lineare Abbildung A: C.(X) — R definiert; A heisst ein lineares Funk-
tional auf C,.(X). (Nach Satz[2.9|gilt genauso: Fiir ein allgemeines Mass p auf
einer Menge X definiert Af := [, fdpu ein lineares Funktional auf L'(u).)
Ein lineares Funktional A: C.(X) — R heisst positiv, falls Af > 0 fiir alle
feC(X) mit f>0.

4.10 Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, und sei A ein positives lineares
Funktional auf C.(X). Dann ezistieren eine o-Algebra A in X mit B C M
und ein eindeutig bestimmtes Radonmass v auf A , so dass

Af:/de/L fiir alle f € C.(X).

Beweis: (I) Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit von p. Jedes Radonmass ist
aufgrund von [£.2iii) und (iv) durch seine Werte auf kompakten Mengen
bestimmt. Sei p' ein weiteres Radonmass auf .# wie im Satz. Sei C' C X
kompakt und € > 0. Nach [£.2[(ii) und (iv) existiert eine offene Menge V' > C
mit ¢/ (V) < /(C) +e. Sei f € Co(X) wie in 4.5 Dann gilt

,U(C):/XXCd,US/deN:Af:/de,U/
s/xMM=MW<MWHf
X

Es folgt u(C) < p/(C) und analog 1/ (C') < p(C). Dies zeigt die Eindeutigkeit
von L.

(IT) Nun definieren wir eine Funktion v: 2% — [0, 00| so, dass
W(V) = sup{Af:0< f <1, Tef C V)
fiir jede offene Menge V' und
v(A) =inf{v(V): ACV, V offen}
fiir jede Menge A. Ist f < g, so gilt

Af<Af+Ag—f)=Ag
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wegen der Positivitdt von A. Daraus folgt, dass die beiden Definitionen von
v(A) fiir offene Mengen A konsistent sind und dass v monoton ist. Ausserdem
gilt v(0) = 0. Wir zeigen noch, dass v o-subadditiv ist; dann ist v ein dusseres
Mass auf X. Es geniigt zu zeigen, dass

Uz 1A ZV
=1

fiir Mengen A; C X mit v(A;) < 0o. Sei € > 0. Dann existieren offene Mengen
Vi D A;, so dass v(V;) < v(4;) + 27%. Setze V := U2, Vi. Sei f € Cu(X)
mit 0 < f<lund Trf CV.Esgilt Trf C J_,V fir einn e N. Nach
existieren Funktionen h; € C.(X), so dass 0 < h; < 1 und > " hi(z) =1
fiir alle x € Tr f und Tr h; C V;. Es folgt

Af = A0 hif) ZAhf <Z” Z (A;) + e

Da dies fiur alle f € Co(X) mit 0 < f < 1 und Trf C V gilt, und da
U;.il Az C V, fOlgt

(UZ 1A <ZV

Somit ist v o-subadditiv und ein dusseres Mass.

(IIT) Wir zeigen: Ist C' kompakt, so ist v(C') < oo und

v(C) =inf{Af : xc < f < 1}
Ist feCuX) mit xo < f <1, setze V, :={z: f(z)>a}fir0<a<l
Dann ist C' C V,, und fiir alle g € C.(X) mit 0 < g < 1 und Trg C V, gilt
ag < f. Somit ist

v(C) <v(V,) =sup{Ag:0<g<1 TrgcC V,} <a 'Af.

Fir a — 1 folgt v(C) < Af, insbesondere v(C') < co. Sei € > 0. Da v(C) <
00, existiert eine offene Menge V' O C mit v(V) < pu(C)+e. Nach[4.5 existiert
ein f € C.(X), sodass x¢ < f <1und Tr f C V. Dann gilt

Af <v(V)<v(C)+e

Da ausserdem v(C) < Af, wie oben gezeigt, folgt die Behauptung.
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(IV) Wir zeigen: Fiir jede offene Menge V' gilt
v(V) =sup{r(C): C CcV, C kompakt}.

Sei v € R, v < v(V). Es existiert ein f € Co(X)mit0< f<1,C:=Trf C
V und Af > a. Fiir jede offene Menge W D C gilt v(W) > Af. Somit ist

v(C) =inf{v(W):C C W, W offen} > Af > a.

Dies zeigt die Behauptung.

Die erste Aussage von (III), die soeben gezeigte Behauptung und die Defini-
tion von v(A) fiir A C X entsprechen gerade den Eigenschaften [1.2[(ii), (iii)
und (iv) der Radon-Masse. Ist X ein lokal-kompakter metrischer Raum, so
folgt leicht mit (Carathéodory’s Kriterium), dass die o-Algebra .# der
v-messbaren Mengen alle Borelmengen enthélt; nach ist p := v| 4 dann
das gesuchte Radonmass. Um den Beweis in diesem Fall zu beenden, kann
man die folgenden Teile (V) bis (VIII) iiberspringen.

(V) Sei A, die Menge aller A C X mit v(A) < oo und
v(A) =sup{r(C): C C A, C kompakt},

und sei .# die Menge aller A C X mit ANC € 4, fiir jede kompakte Menge
C. Wir zeigen: Sind Ay, As, ... € M, paarweise disjunkt und ist A := ;- A;,
so gilt

i=1
Im Fall v(A) < oo ist auch A € ... Wir zeigen zuerst, dass v(C; U Cy) =
v(Cy) + v(Cy) fir disjunkte Mengen Cy,Cy. Sei € > 0. Nach existiert
feC.(X),sodass x¢, < f <1—x¢,. Nach (III) gibt es ein g € C.(X) mit
Xawe, < g < 1und Ag <v(CyUC) + e Es folgt xo, < fg, xop < (1= f)g
und somit

v(Cy) +v(Cy) < A(fg) + A((1 = f)g) = Ag) < v(CLUCY) +e.

Seien jetzt Aj, Ay,... und A wie oben, 0.B.d.A. v(A) < co. Sei € > 0. Da
A; € M., existieren kompakte Mengen B; C A; mit v(B;) > v(A;) — 27 .
Setze C,, == J;_, By; es gilt

n n

v(A) > v(Cp) =D v(B) > Z v(A) — e

i=1

Die behauptete Identitdt folgt. Im Fall v(A) < oo ist ausserdem v(A) <
Zij\il v(A;) +e<v(Cy)+2efiirein N € N, also A € ..
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(VI) Wir zeigen: Ist A € M. und € > 0, so existieren eine kompakte Menge
C und eine offene Menge V', so dass C C A C V und v(V \ C) < €. Da
A € ., und nach Definition von v(A), existieren solche C' und V' mit

v(V)—¢€/2 <v(A) <v(C)+e/2.

Da V' \ C offen ist, ist V' \ C' € . gemiss (IV). Mit (V) folgt v(V \ C) =
v(V)—v(C) <e.

(VII) Wir zeigen: Aus A, B € 4, folgt A\ B, AUB, ANB € .. Sei € > 0.
Nach (VI) existieren C; und V;, so dass C; € A C Vi, Cy € B C V5 und
v(Vi\ Cy) <€, i=1,2. Da

A\BCVi\Cy c (Vi\C)U(Ci\ Vo) U (Vo \ Ca),

folgt v(A\ B) < e+v(Cy\ V2)+¢€. Da Cy \ Va kompakte Teilmenge von A\ B
ist, folgt A\ B € .. Dann ist auch ANB = A\ (A\ B) in 4., und mit (V)
auch AUB = (A\ B)UB.

(VIII) Wir zeigen: .# ist eine o-Algebra, die alle Borelmengen enthdilt, und
die Einschrinkung p = v| 4 ist ein Radonmass. Sei C C X kompakt. Ist
Ae A, sogilt CCANC € M, und somit ANC =C\(ANC) € A,
nach (VII). Also ist A° € 4. Sind Ay, Ay,--- € M, A = U, Ai, so sei
B, :=A; NC und

B, = (AnﬂC)\nhlBZ- (n=23,...).

Dann ist (By)nen eine disjunkte Folge in .#, nach (VII), und AN C =
U,—, Bn, also ANC € 4, gemiss (V). Somit ist A € 4. Ist A C X
abgeschlossen, so ist A N C' kompakt und somit in .Z,. Also ist A € A,
dh. B C M. Sei A € A mit u(A) < oco. Wir zeigen, dass dann A € #;
aus (V) folgt damit die o-Additivitiat von p auf .. Sei e > 0. Es existiert eine
offene Menge V' O A mit u(V) < oco. Nach (IV) ist V' € 4., und nach (VI)
gibt es eine kompakte Menge B C V', so dass u(V'\ B) <e. Da ANB € .,
existiert eine kompakte Menge C' C AN B mit u(AN B) < pu(C) + €. Wegen
AC (AN B)U(V \ B) folgt

u(A) < p(ANB) + p(V\ B) < u(C) + 2.

Somit ist A € ..

(IX) Es bleibt noch zu zeigen, dass Af = [, fdu fir alle f € Co(X). Sei
C :=Trf, f(X) C [a,b]. Sei € > 0. Wihle y;, i = 0,1,...,n, so dass
Yi — Yi—1 < € und

Y<a<y<..<y,=>
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Setze A; == {x € C : yi-1 < f(z) <y} (¢ = 1,...,n). Da f stetig ist,
ist f Borel-messbar; die A; sind also paarweise disjunkte Borelmengen mit
Ui, A; = C. Es existieren offene Mengen V; D A;, so dass

p(Vi) < p(Ai) +¢/n

und f(z) < y; + € fiir alle z € V;. Wihle Funktionen h; wie in 1.9 Dann
ist f =" hif, und nach (III) gilt p(C) < A 2, hi) = > 5oy Ah;. Da
hif <(yi+e)h; und y; — e < f(x) auf A;, folgt

Af = Z;Amz-f) < Z(y + €)Ah;

— Z(M +y; + €)Ah; — |a ZAhi

=1 =1

<> (al + i + ) (u(A) + ¢/n) = lalu(C)

00
i=1

g

n

= > i — plA) + = D (lal + i + €) + 26(C)

=1 =1

< / fdp+e(lal + b+ e+ 2u(0)).
X

Dies zeigt Af < [, fdp. Damit ist auch
CAf = A(— Pdu=— | fd
F=A=N< [ Epan=— [ san

also Af = [ fdu. 0

5 LP-Raume

Eine reelle Funktion ¢ auf einem Intervall (a,b), wobei —oco < a < b < o0,
heisst konvez, falls

(1= Nz + Ay) < (1= Nep(z) + Ap(y)
fir alle z,y € (a,b) und A € [0, 1]. Dies ist dquivalent zur Forderung, dass

p(t) —p(s) _ p(u) —p(t)
t—s
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fiir a < s <t < wu < b. Mit dem Mittelwertsatz folgt: Eine reelle differen-
zierbare Funktion ¢ ist genau dann konvex auf (a,b), wenn ¢'(s) < ¢/(¢)
fir a < s <t < b. Ist ¢ konvex auf (a,b), so ist ¢ stetig auf (a,b). Dies
verwendet, dass (a,b) offen ist: Ist p(z) = 0 auf [0,1) und (1) =1, so ist ¢
konvex auf [0, 1] aber nicht stetig.

5.1 Satz (Jensen-Ungleichung)
Sei (Q, .4, 1) ein Massraum mit () = 1. Ist f € L'(u) mit a < f(z) <b
fiir alle z € Q, und ist ¢ konvex auf (a,b), so gilt

w(/ﬂf@) S/stfdu

Die Fille a = —o0 oder b = oo sind zugelassen. Mdéglicherweise ist o f nicht
in L'(u1); der Beweis wird zeigen, dass in diesem Fall das Integral von ¢ o f
in dem nach Definition [2.8| erklarten Sinn existiert und gleich oo ist.

Beweis: Sei t := [, fdu. Dann ist a < ¢t < b. Da ¢ konvex ist, gilt fiir alle
u € (t,b)

. p(t) —p(s) _ plu) —o(t)
6'_82&%) t—s = u—t

und somit ¢(u) — p(t) > f(u —t); diese Ungleichung gilt aufgrund der Defi-
nition von  aber auch fiir alle u € (a,t). Es folgt

p(f(x) = g(x) = o(t) + B(f(x) = 1)

fiir alle z € Q. Da ¢ stetig ist, ist ¢ o f messbar. Mit [, 1du =1 folgt

/Q(wf)*du—/Q(wOf)‘duZ/Qg+du—/ﬂg‘du=/ggdu=90(t),

also die Behauptung. a

Sei z.B. p(x) = €*. Dann gilt

exp(/ﬂfdu) §/Qefdu.

Ist €2 eine endliche Menge, Q@ = {p1,...,pn}, und ist u({p;}) = 1/n, f(p;) =
x;, so folgt

(™ 4 ...+ e™)

3|

1
exp(g(xl + ... +xn)> <
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fiir x1,..., 2, € R. Setzt man noch y; := e, so erhélt man die Ungleichung
zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel,

1
(?/192 . -yn)l/n < ﬁ(yl +Y2 + ...+ yn)

fiir yq,...,y, > 0. Dementsprechend heissen die linke bzw. rechte Seite von

eXp(/ loggdu> S/gdu
Q Q

auch geometrisches bzw. arithmetisches Mittel der positiven Funktion g.
Wiéhlt man oben u({p;}) = a; > 0, wobei Y ; o; = 1, so erhélt man

i, a9

ylye® oyt <oy oy . Y.

5.2 Definition (konjugierte Exponenten)
Sind p, ¢ positive reelle Zahlen mit p + g = pq, d.h.

so heissen p und ¢ ein Paar von konjugierten Exponenten. Ein wichtiger Spe-
zialfall ist p =q¢=2. Es gilt 1 <p <oound 1 < ¢ < oo. Fiir p — 1 folgt
q — 00; 1 und oo werden deshalb auch als ein Paar konjugierter Exponenten
betrachtet. Oft wird der zu p konjugierte Exponent auch mit p’ bezeichnet.

5.3 Satz (Holder- und Minkowski-Ungleichung)

Seien p und q konjugierte Exponenten, 1 < p < oo. Set X ein Massraum mit
Mass p, und seien f,g messbare Funktionen auf X mit Werten in [0, cc].
Dann gelten

(1) die Hélder-Ungleichung

/ngdué (/Xf”du)l/p(/xquu>l/q,

(2) die Minkowski-Ungleichung

(foors) s () " ()"

Im Spezialfall p = ¢ = 2 heisst (1) auch Schwarz’sche Ungleichung.
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Beweis: (1) Seien A und B die beiden Faktoren auf der rechten Seite. Im
Fall A = 0ist f = 0 fast {iberall auf X (2.15(1)), also fg = 0 fast iiberall;
dann gilt (1). Im Fall A > 0 und B = oo gilt (1) trivialerweise. Sei jetzt
0<A<o0,0< B<o0. Setze F:= f/Aund G := g/B. Dann ist

1
deu:—/fpdyzl, /qu,uzl.
/X AP [y X

Sei z € X mit 0 < F(z) < oo und 0 < G(z) < oo. Dann existieren s,t € R,
so dass F(z) = /P, G(z) = €"/4. Da ]l) + % =1, ist

t 1 1
(¥) exp (f + —) < —e' + —¢
P q p q

wegen der Konvexitiat von exp. Es folgt

1 p 1 x)4
Fr)G(r) < Z—jF(ﬂc) + qG( )

fiir alle z € X (vgl. auch die Ungleichung vor . Integration gibt

1 1
/FGd,uS——I——:l,
X P q

und (1) folgt.
(2): Aus (1) folgt

ff(f + g)P—l dp < (ffp d,u)l/p(f(f + g)(p—l)q du)l/q7
Jo(f+ 9P du< ([ dﬂ)l/p(f(f +9)" V1 dp) Ha,

Da (p — 1)q = p, folgt durch Addition dieser Ungleichungen

() O+ gl du < (JO+ 907 d) (17 d)"" + (S dp)'™).

Wir nehmen an, dass [(f + g)?dp > 0 und [ fPdpu, [¢°dp < oo; sonst
gilt (2) trivialerweise. Die Konvexitét von 7 fiir 0 < t < oo zeigt, dass

Damit ist auch [(f + ¢)? du < oo, und (2) folgt aus (xx), da 1 — % = é. O
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Wir untersuchen noch den Gleichheitsfall in (1). Im Beweis gilt [ FG du =
1 genau dann, wenn F(z2)G(z) = %F(I)p + %G(x)q fiir fast alle x. In (x)
gilt Gleichheit genau dann, wenn s = t. Also ist ,,FP? = G fast iiberall“
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Gleichheit in [ FGdu <1,
immer vorausgesetzt, dass [ FPdy = [G?dp = 1. Fiir die urspriinglichen
Funktionen f und g folgt: Sind beide Faktoren auf der rechten Seite von (1)
endlich, so gilt Gleichheit in (1) genau dann, wenn Konstanten o und 3

existieren, nicht beide gleich 0, so dass afP = BgP fast tiberall.

Im Folgenden bezeichnet X wieder einen beliebigen Massraum mit Mass p.

5.4 Definition (L?)
Ist 0 < p < oo und f eine reelle messbare Funktion auf X, setze

1/p
1l = ( / |f|”du)

und bezeichne mit LP(p) die Menge aller f mit || f||, < co. Wir nennen || f|,
die LP-Norm von f; wir kommen in [5.8 auf diese Sprechweise zuriick.

Ist p das Lebesgue-Mass auf R™, so schreiben wir LP(R™) statt LP(u). Ist u das
Zéhlmass auf einer Menge A, so bezeichnet man den LP-Raum iiblicherweise
mit [P(A), im Fall A = N auch einfach mit /. Ein Element von [? kann als
reelle Folge = = (&,)nen betrachtet werden, mit

el = (S lenl)”

5.5 Definition (essentielles Supremum, L)
Sei g eine messbare Funktion auf X mit Werten in [0, 00]. Definiere das
essentielle Supremum von g bzgl. u durch

esssup g := inf{a € [0,00] : g(x) < « fiir p-fast alle z € X};

es gilt g(z) < esssupg fiir p-fast alle x € X (da {z : g(x) > esssupg} =
Us” {z : g(z) > esssupg + =} Mass null hat). Ist f ein reelle messbare
Funktion auf X, setze

[flloc := esssup [f]

und bezeichne mit L>(u) die Menge aller f mit ||f||oc < oo. Die Elemente
von L (u) heissen auch essentiell beschrdnkte Funktionen auf X.

Die Ungleichung |f(z)] < A gilt genau dann fiir fast alle z € X, wenn
A > || flloo- Ist p das Lebesgue-Mass auf R”, so schreiben wir L>°(R") statt
L (). Fiir eine Menge A ist [*°(A) die Menge aller beschrinkten Funktionen
auf A (hier bedeutet essentiell beschriankt dasselbe wie beschréankt, da das
Zahlmass einer nicht-leeren Menge positiv ist), und {* = [*°(N).
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5.6 Satz
Sind p und q konjugierte Exponenten, 1 < p < oo, und ist f € LP(u) und
g € Li(u), soist fg € L*(n) und

1Fglly < [[fllplgll-

Beweis: Fiir 1 < p < oo ist dies gerade die Holder-Ungleichung, angewandt
auf |f| und |g|. Im Fall p = oo gilt

[F(@)g(@)] < I Fllolg ()]

fiir fast alle x, und Integration gibt die Behauptung. O

5.7 Satz
Seien 1 <p < oo und f,g € LP(u). Dann ist f + g € LP(u) und

1+ gllp < [£llp + llgllp-

Beweis: Fiir 1 < p < oo folgt dies aus der Minkowski-Ungleichung, da

[ vardns [+l an
X X

Fiir p = 1 oder p = oo folgt die Behauptung einfach aus der Ungleichung
[f + 9l < 1f1+ gl O

5.8 Bemerkung (LP-R&ume)

Fixiere p, 1 < p < oo. Fir f € LP(u) und o € R gilt offensichtlich af €
LP(p) und ||af|l, = |al || f]l,- Zusammen mit zeigt dies, dass LP(u) ein
reeller Vektorraum ist. Es gilt || f]|, = 0 genau dann, wenn f(z) = 0 fir
fast alle v € X; || - ||, definiert daher im Allgemeinen nur eine Halbnorm auf
LP(t). Dementsprechend definiert d(f, g) := || f—g||, im Allgemeinen nur eine
Pseudometrik auf LP(u); es gilt d(f,g) = 0 genau dann, wenn f(x) = g(z)
fiir fast alle x. Um eine Norm bzw. eine Metrik zu erhalten, betrachtet man
wieder die schon nach eingefiihrte Aquivalenzrelation: f ~ g < f =g
fast iiberall. Dann definieren

I == fll, und d([f],[9]) := d(f,9) = If =gl

eine Norm und die zugehérige Metrik auf dem Raum der Aquivalenzklassen
von Funktionen in LP(u). Es ist iiblich, hierfiir keine neue Notation ein-
zufithren und eine Funktion f € LP(yu) stillschweigend als ihre Aquivalenz-
klasse aufzufassen, wenn der Kontext dies verlangt.
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Ist (fn)nen eine Folge in LP(u) und gilt lim, o || fn — f|, = O fiir ein f €
LP(u), so sagen wir (f,) konvergiert nach f in LP(u). Existiert fiir jedes
e>0en N €N, sodass ||f, — fll, < € fir n,m > N, so heisst (f,,) eine
Cauchyfolge in LP(u).

5.9 Satz (Vollstindigkeit von LP(u)) )
Fir1 <p < oo ist LP(u) (aufgefasst als metrischer Raum der Aquivalenz-

klassen von Funktionen in LP(u)) ein vollstindiger metrischer Raum, d.h. je-
de Cauchyfolge in LP(u) konvergiert (in LP(u)).

Beweis: Sei zuerst 1 < p < 00. Sei (fyn)nen eine Cauchyfolge in LP(p). Es
existiert eine Teilfolge (f,,), n1 < mng < ..., so dass

||fni+1_fni||p<2_i (22172,)

Setze dann

k %)
gk = Z ‘anl - fnl , g = Z ’fni+1 - fnz :
=1 =1

Nach 5.7 gilt ||grlly < S5 || fuirs — Fuullp < 1. Mit (Lemma von Fatou),
angewandt auf die Folge (gx?), folgt ||g|l, < 1. Insbesondere ist g(z) < oo

fast iiberall, so dass die Reihe

absolut konvergiert fiir fast alle x € X. Fiir jedes solche = bezeichne f(z) die
Summe dieser Reihe. Da

k—1

Joa + Z(fm+1 - fm) = fnk’

gilt lim; o fn,(x) = f(x) fast tiberall. (Insbesondere ist f eine reelle messbare
Funktion auf X im Sinn von 2.13]) Wir zeigen, dass f, — f in LP(u). Sei
e > 0. Es gibt ein N € N, so dass || f, — fmll, < € fiir m,n > N. Fiir jedes
m > N gilt somit

/|f—fm!”du§hminf/ | foi = fl? dpp < €
X 1—00 X

nach [2.6] Dies zeigt, dass f — f,, € LP(u), also f € LP(u), und dass
| f — fmll, = 0 fiir m — oo. Dies beweist den Satz fiir 1 < p < oo.
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Der Beweis fiir p = oo ist einfacher. Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in L™ ().
Fiir m,n € N sei

Amp = {2 € Xt |fa(@) = fun(@)] < |fa = finlloo }

und A = ) A,y Dann ist A° =, ,,(Amn)¢ eine Nullmenge. Fiir

m,neN <M,

alle z € A ist (f,(2))nen eine Cauchyfolge; sei f(z) ihr Grenzwert. Fiir alle
m € Nund z € A gilt

£(2) = @) <SP |fn() = Fn(o)] < 50D [ = Flloc

Daraus folgt, dass f — f,, auf A beschriankt ist (fiir m gross genug), also
insbesondere f — f,, € L*(u) und somit f € L*°(u), und dass f,, — f
gleichméssig auf A, also insbesondere f,, — f in L>(u). a

Dieser Beweis zeigt auch:

5.10 Satz
Ist 1 < p < oo, und ist (fn)nen eine Cauchyfolge in LP(u) mit Grenzwert f,
so enthdlt (f,) eine Teilfolge, die fast tiberall punktweise gegen f konvergiert.

Eine Teilmenge D eines topologischen Raumes X heisst dicht in X, falls der
Abschluss von D ganz X ist.

5.11 Satz
Sei S die Menge aller messbaren Treppenfunktionen s auf X mit

p({z € X : s(z) #0}) < oo.

Fiir 1 <p < oo ist S dicht in LP(u).

Beweis: Es ist klar, dass S C LP(u). Sei f € LP(u), f > 0, und sei (8,,)nen Wie
inm. Da0 < s, < f, folgt s, € LP(u) und somit s,, € S. Da |f—s,|P < fP,
folgt mit [2.10] (beschréinkte Konvergenz), dass || f— sy, — 0 (n — 00). Somit
ist f im LP-Abschluss von S. Der allgemeine Fall (f reell) folgt aus diesem
Spezialfall mittels Zerlegung f = f+ — f~. O

5.12 Satz
Sei X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, und sei v ein Radonmass auf
X. Firl <p< oo ist Co(X) dicht in LP(u).
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Beweis: Definiere S wie in[p.11] Fiir s € S und € > 0 existiert nach [4.6| (Lusin)
ein g € C.(X), so dass g(x) = s(x) ausserhalb einer Menge B vom Mass < ¢,
und 0.B.d.A. ist |g| < ||s]|e auf X. Mit |g(z) — s(z)| < |g(z)| + |s(x)| folgt

1/p
1
lo=slh=( [ lo= s dn) < (eC2hslla) = 26 sl
Da S dicht ist in LP(u), folgt der Satz. O

Wir betrachten den Zusammenhang zwischen LP(R*) und C.(R¥) etwas ge-
nauer. Fiir jedes p € [1,00] haben wir eine Metrik auf C.(R¥); der Abstand
zwischen f und g ist ||f — g||,- Hier braucht man nicht Aquivalenzklassen
von Funktionen zu betrachten; fiir f # g ist {f # g} eine nicht-leere offene
Menge, die also positives Lebesgue-Mass hat. Fiir f € C.(R¥) gilt ausserdem
auch

[flloe = sup [f(2)].

TERF
Fir 1 < p < oo ist C.(R¥) dicht in LP(R*) nach [5.12] und LP(RF) ist
vollstédndig gemaéss . Es gilt also: LP(RF) ist die Vervollstindigung von
C.(R*) mit der LP-Metrik. Fiir p = 1 und k = 1 ergibt sich folgende Aus-
sage, die zeigt, dass das Lebesgue-Integral die ,richtige® Verallgemeinerung
des Riemann-Integrals ist: Versieht man C.(R) mit der durch

A(f.q) = / TR — g0)] db

o0

definierten Metrik, so ist die Vervollstdndigung dieses metrischen Raumes
gerade der Raum der (Aquivalenzklassen von) Lebesgue-integrablen Funk-
tionen auf R. Fiir p = oo ist die L>®-Vervollstindigung von C.(R¥) nicht
L>®(R*), sondern Cy(R¥), der Raum der stetigen Funktionen auf R*, die ,,im
Unendlichen verschwinden®:

5.13 Definition (Cy(X))

Eine reelle Funktion f auf einem lokal-kompakten Hausdorff-Raum X wver-
schwindet im Unendlichen, falls fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge C'
existiert, so dass |f(z)| < € ausserhalb C; die Menge aller stetigen solchen
Funktionen wird mit Cy(X) bezeichnet.

Es ist klar, dass C.(X) C Cp(X) und dass jedes f € Cy(X) beschrénkt ist.

5.14 Satz
Ist X ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum, so ist Co(X) die Vervoll-
standigung von C.(X) bzgl. der durch die Supremumsnorm

If[l = sup | f(z)|
zeX
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definierten Metrik.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass C,(X) dicht in Cy(X) ist. Sei f € Cy(X) und
e > 0. Dann existiert eine kompakte Menge C, so dass |f(x)| < € ausserhalb
C'. Nach (Lemma von Urysohn) gibt es eine Funktion g € C.(X) mit
Xc < g < 1. Setze h := fg; dann ist h € C.(X) und

If = nll = ig}glf(w)l 1 —g(@)| <e

Es ist noch zu zeigen, dass Cy(X) vollsténdig ist. Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge
in Cy(X). Dann konvergiert (f,) gleichméssig gegen eine Funktion f, und f
ist stetig. Sei € > 0. Dann existieren ein n und eine kompakte Menge C,
so dass ||fn — fll < €/2 und |f.(z)| < €/2 ausserhalb C, also |f(z)| < €
ausserhalb C. Dies zeigt, dass f € Cy(X). O

Es folgen noch einige Bemerkungen zu Banach- und Hilbertrdumen.

5.15 Definition (Banachraum, Hilbertraum)

Ein normierter Raum (wir betrachten hier nur den Fall von R-Vektor-
raumen), der vollsténdig ist bzgl. der von der Norm induzierten Metrik, heisst
ein Banachraum. Ein normierter Raum Y heisst ein Prdahilbertraum, wenn

seine Norm von einem Skalarprodukt (einer symmetrischen, positiv definiten
Bilinearform) induziert wird, d.h. wenn ||y|| = \/(y,y) fiir alle y € Y. Dann
gilt die Schwarz’sche Ungleichung

[y, )] < Mlyllll=ll (v, 2 € Y),

Ein vollstdndiger Préahilbertraum heisst ein Hilbertraum.

Satz besagt also, dass LP(u) fiir 1 < p < oo ein Banachraum ist. Auf
L*(p) definiert

(f,9) ZZ/ngdu

ein Skalarprodukt, da fg € L'(u) nach , und es gilt

(5 = [ = [ 1P dn= 1112
X X
Somit ist L?(u) ein Hilbertraum. Die Schwarz’sche Ungleichung

[(F: ) < 1 112llgll2
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folgt auch als Spezialfall von [5.6

(o)l =[[fgdu| < [Ifgldu=|fgll < [If]2llgll2-

Wir halten noch einige grundlegende Eigenschaften von Hilbertraumen fest.
Sei Y ein Hilbertraum mit Norm || - || und Skalarprodukt (-,-). Fir festes
z € Y ist die Abbildung y — (y, 2) gleichmissig stetig, da

[{y.2) = (', ) =1y =/, )] < lly = wllll=]].
Ebenso ist y — ||y|| gleichméssig stetig, da
iyl =1l < lly = /1.

Eine Menge E C Y heisst konvez, falls mit y,y' € F auch (1 —t)y+ty' in F
ist fiir alle ¢ € [0, 1].

5.16 Satz
Jede nicht-leere, abgeschlossene konvere Menge EE C'Y enthdlt ein eindeutig
bestimmtes Element minimaler Norm.

Beweis: Fir y,y' € Y gilt die ,,Parallelogramm-Identitat“
ly + 31 + lly — /1" = 2llylI* + 2lly/[1*.
Sei § :=inf{||y|| : y € E}. Fir y,y € E'ist 3(y + /) € E, also

ly —'II> < 2llyll” + 2[ly/||* — 45°.

Fir |ly]| = ||| = ¢ folgt y = ¥/; dies beweist die Eindeutigkeitsaussage.
Um die Existenz eines y € E mit ||y|| = § zu zeigen, wihle y1,42,... € E
mit lim; o [|yi]| = 6. Fiir 4,7 — oo geht die rechte Seite der Ungleichung

lyi — v, |1* < 2llwill* + 2|Jy;]]* — 462 gegen 0; somit ist (y;) eine Cauchyfolge.
Da Y vollstindig ist, konvergiert diese. Ihr Grenzwert y liegt in F, da E
abgeschlossen ist, und ||y|| = lim; o ||¥i]| = d wegen der Stetigkeit der Norm.

O

5.17 Satz

Ist L ein stetiges lineares Funktional auf Y, so existiert ein eindeutig be-
stimmtes Element z € Y mit der Eigenschaft, dass Ly = (y,z) fir alle
yeyY.
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Beweis: Ist Ly = 0 fiir alle y, setze z := 0.

Im andern Fall sei M := {y : Ly = 0}. Da L linear ist, ist M ein Unterraum,
und da L stetig ist, ist M abgeschlossen. Sei y so, dass Ly # 0, d.h. y & M.
Aus folgt, dass ein 2’ € y+ M mit minimaler Norm existiert. Da y & M,
ist 2/ # 0. Wir zeigen, dass (y/,2') = 0 fir alle y/ € M (d.h. dass 2/ im
orthogonalen Komplement M+ von M liegt): Sei 0.B.d.A. ||y/|| = 1. Fiir alle
a € Rgilt [|2]]2 < ||z —ay/||?, also 0 < —2a(y/, ') + o?; fiir a = (y/, 2’) folgt
(', 7'y = 0. Sei jetzt y € Y beliebig und ' := (Ly)z’ — (Lz')y. Da Ly’ = 0,
ist ' € M, also (v, 2’) = 0. Damit folgt

Ly = W«Ly)z, /)y = @«Lz’)y, 2y = (3, 2)

fir 2 := (L2'/||2'||*)7.

Um die Eindeutigkeit von z zu zeigen, nehmen wir an, dass (y, z) = (y,w)
fir alle y € Y. Dann ist (y,z — w) = 0 fur alle y € Y, also insbesondere
|z —w|?*=(z —w,z —w) =0, dh. z = w. O

6 Absolute Stetigkeit

Sei . eine o-Algebra in einer Menge X . Wir betrachten zunéchst ein reelles
(oder signiertes) Mass A auf .#, d.h. eine o-additive Funktion A: .#Z — R.
Es gilt also

AE) = ZA(EZ-)

fiir alle E' € .4 und jede messbare Partition (E;);eny von E (d.h. E; € A, E;N
E;=0furi# jund E = J2, E;). Da A(E) < oo, konvergieren die Reihe auf
der rechten Seite und alle ihre Umordnungen; die Reihe konvergiert deshalb
auch absolut. Fiir A gelten auch alle in Satz [[.14] genannten Eigenschaften
ausser der Monotonie (3). Wir suchen ein (moglichst kleines) Mass p auf .#
mit der Eigenschaft, dass

IAE)] < p(E)

fiir alle E € . Fiir jedes solche p miisste

p(E) = Zu(Ei) > Z ACES)]

gelten, fiir alle £ € .# und jede messbare Partition (£;) von E.
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6.1 Definition (totales Variationsmass)
Sei A ein reelles Mass auf (X, .#). Definiere |\|: .# — [0, 00| durch

IA|(E) = sup{>_21|A(E))| : (E;) messbare Partition von E'};

|A| heisst totale Variation von X\ oder genauer totales Variationsmass von A
(der erste Begriff bezeichnet hiufig auch die Zahl |A|(X)).

6.2 Satz
Die totale Variation |\| eines reellen Masses X ist ein Mass.

Beweis: Sei (F;);en eine messbare Partition von E € .. Wiahle ¢; € R mit
t; < |A|(E;). Dann besitzt jedes E; eine messbare Zerlegung (A;;), so dass

D IAA] > .
j=1
Da (A;j)i jen eine Zerlegung von E ist, folgt
DSy M A < A(E).
i irj

Da dies fiir alle solchen ¢; gilt, ist also >, [A[(E;) < |A|(E).
Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, sei (A;);en eine messbare Zerle-

gung von E. Fiir festes j ist (A; N E;) eine Partition von A;, und fiir festes i
ist (A; N E;) eine Partition von E;. Es folgt

SIMAN] = 205 N E)| < 305 IMA; N E)| < STHIAE)).

Da dies fiir alle solchen (A;) gilt, ist [A[(E) < > . |A|(£;). Somit ist || o-
additiv. Es gilt auch |A\|(0) = 0. O

Offensichtlich ist || gerade das kleinste Mass auf .# mit der Eigenschaft,
dass |A(E)| < [M(F) fir alle F € .

6.3 Satz
Fiir jedes reelle Mass \ auf (X, #) gilt |A\[(X) < oo.

Somit ist A beschrénkt: Fiir alle £ € .Z gilt
AE)] < IA(E) < A(X) < oo

Insbesondere ist das Mass |A| auch ein reelles Mass.
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Beweis: Wir nehmen |A[(X) = oo an. Sei ¢ := 2(1 + |[A(X)|). Da t < |A|(X),
existiert eine messbare Partition (E;);eny von X, so dass Y - |A(E;)| > t.
Setze A := |J{E; : A\(E;) > 0} und B := X'\ A. Dann gilt |A\(A)|+ |A\(B)] > t,
o.B.d.A. |A(A)| >t/2> 1, und
AB)] = [MX) = A(A)] = [AMA)] = [MX)] > % - X)) =1
Damit ist X = AU B eine Partition mit |[A(A)|, |[A\(B)| > 1. Da |A| additiv
ist, gilt ausserdem |A|(A) = oo oder |A|(B) = o0, 0.B.d.A. |A|(B) = co. Setze
dann A; := A und wiederhole das obige Argument mit B; := B anstelle von
X. Dies gibt eine Zerlegung By = Ay U By mit |A(Az)| > 1 und |A|(Bz) = .
Durch Iteration dieses Verfahrens erhélt man paarweise disjunkte Aq, Ao, ...
mit [A(A;)] > 1und 377, AM(A;) = A(U;2, A;) € R. Dies ist ein Widerspruch;
die Reihe kann wegen |[A(A;)| > 1 nicht konvergieren. Somit ist |A|(X) < occ.
O

Sind A, u zwei reelle Masse auf der o-Algebra .#, und ist ¢ € R, so definieren
(A + ) (E) == A(E) + u(E),
(cA)(E) := cA(E)

(E € M) reelle Masse A + p und c\. Die Menge aller reellen Masse auf .4
bildet somit einen Vektorraum, ||A|| := |A|(X) definiert ausserdem eine Norm
auf diesem Raum. (Man kann zeigen, dass dies sogar einen Banachraum gibt.)

6.4 Definition (Jordan-Zerlegung)
Sei A ein reelles Mass mit totaler Variation |[A\|. Dann definieren

1 1
= S+ und A7 = (A = )

zwei endliche Masse auf ., die positive Variation und die negative Variation

von A. Dann heisst
A==\~

die Jordan-Zerlegung von .
Es gilt auch |A] = AT + A~

6.5 Definition (absolut stetige bzw. zueinander singulire Masse)
Sei A ein Mass oder ein reelles Mass auf einer o-Algebra .#, und sei u ein
Mass auf .#. Wir nennen \ absolut stetig bzgl. u, und schreiben

AL
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falls A(F) = 0 fur jedes F € .# mit p(F) = 0. Existiert ein A € 4, so
dass AM(E) = M(ANE) fir alle E € A, so heisst A auf A konzentriert;
dquivalent gilt A(E) = 0 fir EN A = 0. Sind Aj, A2 zwei Masse oder reelle
Masse auf ., und existieren zwei disjunkte Mengen A; und A,, so dass \;
auf A; konzentriert ist, 7 = 1, 2, so nennen wir A; und Ay zueinander singuldr
und schreiben

/\1 1 )\2.

6.6 Proposition
Seien X\, \1, Ao Masse oder reelle Masse auf einer o-Algebra A, und sei
ein Mass auf # . Dann gilt:

(1) Ist X auf A konzentriert, so ist |\ auf A konzentriert.
2) Aus )\1 1 )\2 fOlgt |>\1| 1 |)\2|

Gilt Ay L pound Ay L p, soist \y + Xo L p.

Gilt M < pound Ao < p, $0 1St Ay + Ao < L.

Aus A < p folgt | A < p.

Gilt Ay < pund Ao L p, so ist Ay L Ag.

Ist A\ << ppund A L p, soist A =0.

~— —— N N

3
4
)
6
7

AN AN AN N N

Beweis: (1): Ist EN A =0, und ist (E;) eine messbare Zerlegung von E, so
ist E; N A =0 fiir alle j. Also gilt [A\|(E) = 0.

(2) folgt aus (1).

(3): Es existieren disjunkte Mengen A; und By, so dass A; auf A; und p auf
By konzentriert ist, und es existieren disjunkte Mengen As und Bs, so dass

A2 auf Ay und p auf B, konzentriert ist. Dann ist A; + Ag auf A := A; U A,
konzentriert, i auf B := B; N By, und es gilt AN B = ().

(4) ist klar.

(5): Sei p(E) = 0, und sei (£;) eine messbare Partition von E. Dann ist
p(E;) = 0 und somit A\(E;) = 0 fir alle j. Daraus folgt |A|(E) = 0.

(6): Da Ay L p, ist Ay auf einer Menge A mit u(A) = 0 konzentriert. Da
A1 <, ist A (E) = 0 fiir jedes E C A. Somit ist A\; auf A konzentriert.
(7): Aus (6) folgt A L A, also A = 0. O
6.7 Lemma

Ist u ein o-endliches Mass auf einem Massraum (X, . #), so existiert eine
Funktion w € L'(u), so dass 0 < w(z) < 1 fiir alle x € X.

Beweis: Nach Voraussetzung existieren F, € 4, n=1,2,..., mit u(E,) <
oo und |J)7 | E,, = X. Setze w,(z) := 0 fiir x € ES und
1

wy () = Zinm
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fir € E,. Dann hat w := )"~ w, die gewiinschten Eigenschaften. a

Das Lemma ermoglicht es, p durch das endliche Mass i mit dp = wdp
zu ersetzen (d.h. a(E) = [pwdpy, vgl. , wobei i wegen der strikten
Positvitédt von w genau dieselben Nullmengen wie p besitzt.

6.8 Satz (Lebesgue-Radon-Nikodym)
Sei p ein o-endliches Mass auf A , und sei A ein reelles Mass auf A .

(1) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Paar reeller Masse N, und \s auf

M, so dass
A=A+ Asy, Aa << und Ag L p.

Ist A > 0, so sind auch Ay, Ay > 0.
(2) FEs existiert ein eindeutig bestimmtes Element h € L'(p), so dass

M(E) = [ hu
E
fur alle E € A .

Das Paar (A4, As) heisst die Lebesgue-Zerlegung von X\ bzgl. u. Die Eindeu-
tigkeit dieser Zerlegung folgt leicht: Ist (N, L) ein weiteres solches Paar,

a’ s

so gilt X — Ag = Ay — N, AL — Ay < (6.6(4)), As — AL L (6.6[3)), also
A, = A, und X, = X, (6.6(7)). Die Aussage von[6.8(2) ist der Satz von Radon-
Nikodym. Die Eindeutigkeit der Aquivalenzklasse h € L*(y) folgt sofort aus
Satz (2) Die Funktion h heisst Radon-Nikodym-Ableitung von A\, bzgl. u;
man schreibt dafiir auch einfach d\, = hdu. Umgekehrt gilt: Ist h € L' (u)
beliebig, so definiert A\(E) := [, hdpu ein reelles Mass auf .# (vgl. Satz ,
und A < p.

Beweis von[6.8} Sei zuerst A > 0. Wihle w € L'(y) wie in[6.7} Dann definiert
dp := d\ + wdu ein endliches Mass ¢ auf .. Fiir f € L?(p) gilt nach der
Schwarz’schen Ungleichung

[ f A < [l flN < [yl Flde < 1f [l 2(X)2.
Da ¢(X) < oo, folgt daraus, dass

fr—>/de)\

ein stetiges lineares Funktional auf L?(yp) ist. Nach existiert ein g €
L?(p), so dass

(+) /X X = (f,g) 2 = /X fody
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fiir alle f € L?(¢p). Fiir f = xp, E € A, folgt \(E) = [, g9dp.Da0 <\ < ¢,
gilt also

Oﬁ/gdwﬁw(E)
E

fir alle E € .. Dies impliziert, dass 0 < g(x) < 1 fiir p-fast alle z € X.
Mit (%) und dp = d\ + w dp folgt

() [ a-arar=[ fowdn

fiir alle nichtnegativen f € L?(p) (s.[2.7). Setze A := {x : 0 < g(z) < 1},
B :={z: g(x) = 1}, und definiere Masse A\, und s auf .# durch

M(E) = MANE), M\(E):=\NBNE).

Fiir f = xp wird (x*) zu 0 = [, wdp. Daw(z) > 0 fiir alle z, folgt u(B) = 0.
Somit ist Ay L p. Firm e Nund F € Z ist f=(1+g+...4+¢")xg in
L?(p), da 0 < g <1 p-fast iiberall und p(E) < oo; (%) wird dann zu

/(1—g”+1)d)\:/g(l—i—g—l—...—i—g”)wdu.
E E

Fiir z € Bist 1—¢""!(z) = 0, und fiir * € A konvergiert 1—¢"*!(x) monoton
gegen 1 (n — 00). Somit ist

lim [ (1— g™ d\ = NANE) = \(E).

n—oo E

Andererseits folgt mit (monotone Konvergenz)

lim g(1+g+...+g")wd,u:/hdu
fiir eine nichtnegative messbare Funktion h. Es gilt also \,(E) = [, hdp fiir
alle E € #. Da [, hdu = M\(X) < o0, ist h € L'(p). Da offensichtlich
Ao K p, ist der Satz im Fall A > 0 bewiesen.

Fiir ein allgemeines reelles Mass A wendet man den vorangehenden Fall auf
AT und A~ an (s. [6.4)). O

Ist A nicht ein reelles Mass sondern ein o-endliches Mass, so gilt [6.8| praktisch
immer noch. Man kann dann X = |J, .y X, schreiben, wobei p(X,,) < oo
und A\(X,,) < oo fiir n € N. Die Lebesgue-Zerlegungen der endlichen Masse
AL X, geben eine Lebesgue-Zerlegung von A, und es existiert immer noch
eine messbare Funktion h (wobei jetzt h > 0), so dass \(E) = [, hdp. Im
Allgemeinen ist h aber nicht in L'(), obwohl an hdp < oo fiir alle n. Ohne
die Voraussetzung der o-Endlichkeit miissen (1) und (2) nicht mehr gelten.
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6.9 Satz
Sei v ein Mass auf A, und sei X ein reelles Mass auf # . Dann sind die
folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(1) A< pu.
(2) Fir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass |\(E)| < € fiir alle E € A
mit w(E) < 0.

Ist A ein unbeschrianktes Mass, so muss aus (1) nicht (2) folgen; beispielsweise
sei p das Lebesgue-Mass auf (0,1) und

ME) = /Et—ldt

fiir alle Lebesgue-messbaren E C (0, 1).
Beweis: Aus (2) folgt (1): Ist u(E) = 0, so ist u(E) < ¢ fur alle 6 > 0, also
IA(E)| < € fur alle € > 0, also A(E) = 0.

(1) impliziert (2): Wir nehmen an, (2) sei falsch. Dann existieren ein € > 0
und Mengen E,, € .4, n € N, so dass u(E,) < 27" und |A(E,)| > €. Dann
ist auch |A|[(E,) > €. Setze

A, = GEi’ A= ﬁ A,.
i=n n=1

Es folgt u(A,) < 27" A, D A, 11, und somit p(A) = 0 und
IAl(A) = lim |M[(A,) >€>0,
n—oo

da |A[(A) > |A|(E,). Somit ist |A| nicht absolut stetig bzgl. u, also A nicht
absolut stetig bzgl. p (6.6(5)). O
6.10 Satz

Sei A ein reelles Mass auf (A, X).

(1) Es emistiert eine messbare Funktion h mit Werten in {—1,1}, so dass
d\ = hd|\|.
(2) Es ezistiert eine messbare Zerleqgung X = AU B, so dass

M(E)Y=XNANE) und N (E)=-XBNE)
fiir alle £ € A .

Hier ist A = A* — A~ die Jordan-Zerlegung (s.[6.4). Das Paar (A, B) heisst
eine Hahn-Zerlegung von X bzgl. \. Man beachte, dass A\(E) > 0 fir £ C A
und A\(F) < 0 fur £ C B, d.h. ,A triagt alle positive Masse von A und B
tragt alle negative Masse von \*“.
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Beweis: (1): Es gilt A < |A|, nach [6.8] existiert somit ein h € L*(|A]), so dass
d\ = hd|\|. Sei A, := {z : |h(x)| < r}, r > 0, und sei (E;) eine messbare

Zerlegung von A,. Dann ist

> INE) =Y

J

[ o] < i) =i

also |A[(A,) < r|A(A,). Fir r < 1 folgt [A\|(A,) = 0. Somit ist |h| > 1 fast
iiberall. Andererseits gilt fiir alle £ € .4

Ehd|A|\ _ B < A(E),

und daraus folgt, dass |h| <1 fast iiberall.

(2): Sei h wie in (1). Setze A := {x : h(z) = 1} und B := X \ A. Da
= 1|\ + A) und dX = hd|)|, folgt

1 +h
/de /XAdw—/ hd\| = A(E N A).
E ENA

Da A(E) = )\(E NA)+AENB) und A = A+ — A~ folgt A~ (E) = A (E) —
AE) = MENA) = ME) = —-MENB). O

Aus 6.10(2) folgt eine Minimalititseigenschaft der Jordan-Zerlegung A =
At — A7 eines reellen Masses \: Gilt X = py — po fiir Masse jiy, jia, so ist
A<y und A < o

AH(B) = AENA) < (BN A) < 1 (B),
A (E) = =NMENB) < u(ENB) < pa(E).

7 Differentiation

Der folgende einfach zu beweisende Satz motiviert die nachfolgenden Defini-
tionen.

7.1 Satz

Sei A ein reelles Mass auf (R, 2), p das Lebesque-Mass auf R. Definiere
f: R — R durch f(x) := A(—o00,)). Firxz € R und a € R sind folgende
Aussagen dquivalent:
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(1) f ist differenzierbar in x und f'(z) = «.
(2) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass

<€

25 -

fir alle offenen Intervalle I C R mit x € I und L(I) <.

Dies legt nahe, die Ableitung von A (bzgl. 1) an der Stelle x als den Limes von
M) /(D) fiir I — {x} zu definieren. In hoheren Dimensionen kann man statt
Intervalle offene Bille B(z,r) = {y € R* : |y — x| <r} (r > 0) verwenden.

7.2 Definition (DX, M\)
Sei \ ein reelles Mass auf (R*, %), u das Lebesgue-Mass auf R¥. Fiir z € RF
und r > 0 sei

A(B(z,1))

(Q:A)(z) = (Blar)

Dann definiert
(DA)(@) = lim(Q\)(x)

die symmetrische Ableitung von X in den Punkten x € R*, wo dieser Limes
existiert. Die Mazimalfunktion MX: R* — [0, 00] von X ist definiert durch

(MA)(z) == sup (Qr[A])(x)-

0<r<oco

Man sieht leicht, dass M A von unten halbstetig und somit messbar ist: Sei
a >0, E:={MX > a} und z € E. Dann existiert ein » > 0, so dass
IA(B(x,r)) = tu(B(z,r)) fir ein t > a, und es existiert ein 6 > 0, so dass
tr* > a(r + 6)*. Fiir y € B(x,6) ist B(z,r) C B(y,r + 9); es folgt

N(Bly,r +8)) > N(B(,1) = tu(B(w, 1)) > ap(Bly,r + ).
Dies zeigt, dass B(x,d) C E; also ist F offen.

7.3 Lemma (3r-Uberdeckung)
Sei W die Vereinigung endlich vieler offener Bille B(xz;,r;) C RF, i =
1,...,N. Dann existiert S C {1,..., N}, so dass

B<xi7ri> N B(wjarj> = (D f’LLT' Z?] € S} i 7&]7

und W C J;cq B(w4,373).
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Beweis: 0.B.d.A. seien die B; = B(x;,1;) so geordnet, dass r; > 1y > ... >
rn. Setze 7; := 1 und entferne alle B; mit j > ¢, die B;, schneiden. Sind
noch Bélle B; mit j > 4, iibrig, so sei B der erste davon; streiche dann alle
B; mit j > ig, die B;, schneiden. Sind noch Bélle B; mit j > 1, iibrig, so
sei B;, der erste davon; streiche dann alle B; mit j > 3, die B;, schneiden.
Fahre so weiter, bis fiir ein n keine Bélle B; mit j > 4,, mehr {ibrig sind. Setze
S :={i1,...i,}. Die B; mit i € S sind paarweise disjunkt nach Konstruktion.
Jeder Ball B; mit j ¢ S trifft ein B; mit ¢ < j und ¢ € S; wegen r; > r; ist
dann B; C B(z;, 3r;). Dies zeigt, dass W C ;¢ B(i, 313). O

7.4 Satz
Sei X ein reelles Mass auf (R¥, ), 1 das Lebesque-Mass auf R¥ und o > 0.
Dann st

ap({z € R¥ : (MN)(z) > a}) < 3¥|A,
wobei ||\ := |\ (RF).

Beweis: Sei C' eine kompakte Teilmenge der offenen Menge { M > «a}. Jedes
xz € C ist Zentrum eines offenen Balles B mit |A[(B) > au(B). Wegen der
Kompaktheit von C' und Lemma existieren paarweise disjunkte solche
Bille By, ..., B,, so dass

<3kazu <3kZ|A| ) < 30

Da jede offene Menge in R* Vereinigung einer aufsteigenden Folge kompakter
Mengen ist, folgt die Behauptung. O

Ist f € L*(R*) und o > 0, so gilt
ap({lf] > a}) < I flh.
da ap(E) < [plfldp < [ |fldp=1flh fir £ = {|f] > o}

7.5 Definition (schwach L!(RF), M f)
Eine messbare Funktion f gehért zu schwach L*(R¥), falls

a = ap({|f] > a})
auf (0, 00) beschrinkt ist. Jeder Funktion f € L'(R*) ordnen wir ihre Mazi-
malfunktion M f: R* — [0, co] zu,

1
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Ordnen wir f € L'(R¥) das durch d\ = f du definierte reelle Mass A zu, so
folgt mit Satz[6.10|(1), dass hd|\| = d\ = f du fiir eine messbare Funktion
h mit Werten in {—1,1}, also d|A\| = hfdu. Da |A| und p Masse sind, gilt
hf > 0 p-fast iiberall und somit d|A| = |f| du. Demzufolge ist M f = M.
Satz besagt dann, dass der ,,Maximaloperator® M den Raum L*(R*) in
schwach L'(R¥) abbildet: Fiir jedes f € L*(R*) und jedes o > 0 ist

ap({Mf>a}) <3%f].

7.6 Definition (Lebesgue-Punkt)
Sei f € LY(R¥). Ein Punkt x € R heisst ein Lebesgue-Punkt von f, falls

1

}E}%m /B(M) |f(y) — f(@)][du(y) = 0.

Ist f stetig an der Stelle x, so ist x ein Lebesgue-Punkt.

7.7 Satz (Lebesgue)
Ist f € LY(R¥), so ist fast jeder Punkt x € R¥ ein Lebesque-Punkt von f.

Beweis: Fiir z € R¥ und r > 0 sei
1
p(B(x,r))

und (T'f)(x) := limsup,_,,(T,.f)(z). Es ist zu zeigen, dass T'f fast iiberall null
ist. Sein € N. Nach Satz existiert ein g € C,(R¥), sodass ||f—g|1 < 1/n.
Setze h := f — g. Wegen

[F(y) = f(@)] < [R(y)] + [(z)] + [9(y) = g(2)]

ist T,.f < Mh+ |h|+ T,g fiir alle r > 0. Da T'g = 0 aufgrund der Stetigkeit
von g, folgt Tf < Mh + |h|. Fiir a > 0 ist somit

(T.f) () = /B W)= Sl duty)

{Tf>2a} C Eypn:={Mh>a}U{lh| > a}.

Es gilt au({Mh > a}) < 3¥||h||; und au({|h] > a}) < ||h]l; (s. Bemerkungen
nach [7.5 und [7.4). Da ||h||; < 1/n, folgt

ap(Eyn) < (3F+1)/n.

Es gilt {T'f > 2a} C (., Ean; dieser Schnitt ist eine Nullmenge. Das
Lebesgue-Mass ist vollstandig, {T'f > 2a} ist also messbar und hat Mass
null. Da dies fiir alle a > 0 gilt, ist T'f = 0 fast iiberall. O
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7.8 Satz

Sei A ein reelles Mass auf (R, B), und sei N absolut stetig bzgl. dem
Lebesgue-Mass 1, mit Radon-Nikodym-Ableitung f. Dann ist DA = f u-fast
tiberall, und

AE) = /E (D)) d

fiir jede Borelmenge E C RF.

Beweis: Nach [6.8(2) (Radon-Nikodym) ist

\E) = [ 1

fir £ € #A. In jedem Lebesgue-Punkt x von f gilt somit

A(B(z,1)) 1 /
= fdu— f(z) (r—0),
W(B(e.r) 1B Sy @ =0
d.h. der Limes (DX)(x) existiert und ist gleich f(x). Mit folgt der Satz.
(]

7.9 Satz

Sei x ein Lebesgue-Punkt von f, und sei (E;);en eine Folge von Borelmengen
in R* mit der Eigenschaft, dass E; C B(x,r;) und pu(E;) > ap(B(x,r;)) fir
alle i € N, wobei r; — 0 (i = 00) und a > 0. Dann gilt

lim
1—00 /J[/<

{Ei)[&!f—f(x)!duzo wnd fa)=Tm [ fau

Beweis: Fiir i € N ist
«

1
iy V@< s [ 1= sl

Da z ein Lebesgue-Punkt von f ist, konvergiert fiir ¢ — oo die rechte Seite
und somit auch die linke Seite gegen 0. Die zweite behauptete Identitét folgt

mit f(z) — |f(y) — f(x)| < fly) < f(z)+|f(y) — f(x)| aus der ersten. O

7.10 Definition (Dichte)
Sei E eine Lebesgue-messbare Teilmenge von R*. Dann definiert

= lim “(E N B(m, T))
O(E, x) = lim 1(B(x,7))

die Dichte von E in den Punkten x € R*, wo dieser Limes existiert.
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Aus [7.8| oder [7.9] fiir f = xg folgt, dass O(E,x) = 1 fiir fast alle z € E und
O(E,z) = 0 fir fast alle z € E°.

Wir wenden uns nun dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fiir das Lebesgue-Integral zu. Der folgende Satz bildet den ersten Teil:

7.11 Satz
Ist f € LNR) und F(z) = [*_ fdp firx € R, so gilt F'(x) = f(x) in jedem

Lebesgue-Punkt von f, also insbesondere fiir fast alle x.

Beweis: Sei (0;);en eine Nullfolge, 6; > 0. Ist = ein Lebesgue-Punkt von f und
E; = [x,x+;], so stimmt f(z) nach|7.9|mit der rechtsseitigen Ableitung von
F an der Stelle z iiberein. Mit E; = [z —4;, x] folgt dasselbe fiir die linksseitige
Ableitung. O

Der zweite Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung be-
sagt, dass

(x) f(z)— fla) = /x f(t)dt fiir alle x € [a, b]

unter geeigneten Voraussetzungen an f: [a,b] — R. In der elementaren Ver-
sion dieses Satzes setzt man voraus, dass f stetig differenzierbar sei. Unter
welchen schwécheren Voraussetzungen an f gilt (x) noch? Wir betrachten
zwei Beispiele.

Sei zuerst f(x) = z*sin(z72) fiir z # 0, f(0) = 0. Dann ist f dberall diffe-
renzierbar, aber

| =
also ' ¢ L'([0,1]).

Das zweite Beispiel zeigt insbesondere, dass () selbst dann nicht gelten muss,
wenn f stetig auf [a, b] und fast iiberall differenzierbar ist mit f’ € L'([a, b]).
Wiéhle 1 =: §p > 6, > ... mit §,, = 0 (n — 00). Setze Ey := [0, 1]. Sei E, fiir
n > 0 so konstruiert, dass FE,, die Vereinigung von 2" paarweise disjunkten
abgeschlossenen Intervallen der Lénge 279, ist. Entferne aus jedem dieser 2"
Intervalle ein zentriertes offenes Intervall, so dass jedes der verbleibenden 27!
Intervalle die Linge 2-(™+1§, ., hat; sei dann E,,, die Vereinigung dieser
27+ Intervalle. Diese induktive Konstruktion liefert eine Folge kompakter
Mengen Ey C Ey C Es... mit Lebesgue-Mass u(E,) = J,. Dann ist £ =
N>—, E, kompakt, und p(E) = 0. (Fiir 6,, = (2/3)" ist E die iibliche Cantor-
1/3-Menge.) Setze

1 X
Gpn = (5—XEn und  f,(7) ::/ gn(t) dt.
0

n
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Es gilt f,(0) =0, f,(1) = 1, und f, ist monoton auf [0, 1] und konstant auf
jedem Intervall in E,°. Ist I eines der 2" Teilintervalle von F,,, so gilt

[ode=2m =220 = g0
I I

Daraus folgt, dass f,11(z) = fu(z) fiir © € F,, und

| fo(@) = fria(z)] < /I!gn — G| dt <2277

fir x € E, (wéhle I so, dass z € I). Somit konvergiert (f,,) gleichméssig gegen
eine stetige monotone Funktion f mit f(0) =0, f(1) =1 und f'(x) = 0 fur
alle x ¢ E. Da u(E) =0, ist f' = 0 fast tiberall, (*) gilt also nicht.

Wir nehmen jetzt an, fiir eine Funktion f: [a,b] — R sei f/ € L! und es gelte

F(@) — f(a) = / F(O)dt fir alle € [a,0].

Sei dann A das durch d\ = f’du definierte reelle Mass. Es gilt |\ < pu

(6.6(5)). Aus Satz folgt: Fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass
IA[(E) < e fiir jede Vereinigung E = |J;_, (v, 5;) von paarweise disjunkten
Intervallen mit p(E) = Z?:1<ﬁz — ;) < 9. Da

Z|f@ az|—

ist jede solche Funktion f notwendigerweise absolut stetig, wie unten defi-
niert.

)| - Z!A (00, )] < IN(E).

7.12 Definition (absolut stetige Funktion)
Eine Funktion f: [a,b] — R heisst absolut stetig auf |a, b, falls gilt: Fiir jedes
€ > 0 existiert ein § > 0, so dass

Z\f@ flas)| < e

fiir jedes n € N und jede Familie von paarweise disjunkten Intervallen
(o1, 51), .-, (a, Bn) in [a, b] mit

n

Z(ﬂi — ;) < 0.

i=1

Jedes solche f ist offensichtlich stetig (n = 1).
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7.13 Satz
Sei f: [a,b] = R stetig und monoton steigend. Dann sind dquivalent:

(1) f ist absolut stetig auf |a,b].
(2) f ist fast iiberall in [a,b] differenzierbar, f' € L', und

f(x) — f(a) = /x f'(t)dt  fiir alle x € [a,b].

(3) f bildet Nullmengen auf Nullmengen ab.

Beachte, dass die oben definierte (Cantor-Lebesgue-)Funktion f die Null-
menge FE C [0, 1] auf ganz [0, 1] abbildet!

Beweis: Die Implikation (2) = (1) gilt geméss der Bemerkung vor Definiti-
on sogar ohne die Stetigkeits- und Monotonievoraussetzung an f.

Aus (1) folgt (3): Sei A4 die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen
von R. Sei £ C [a,b], E € .# und u(E) = 0. Wir miissen zeigen: Gilt (1),
soist f(F) € A und u(f(E)) = 0. Seien 0.B.d.A. a,b € E. Sei ¢ > 0; dann
gibt es ein passendes ¢ > 0 wie in [7.12| Es existiert eine offene Menge V'
mit u(V) < dund E C V C [a,b]; V ist Vereinigung von abzihlbar vielen
paarweise disjunkten Intervallen (v, 5;). Da > _.(8; — a;) < 6, folgt

Z |f(Bi) — flas)| <

Wegen der Monotonie von f ist f(E) C f(V) C U,[f(), f(8)]; das
Lebesgue-Mass dieser Vereinigung ist < e. Dies zeigt, dass f(FE) in Borel-
mengen mit beliebig kleinem Mass enthalten ist. Mit der Vollstédndigkeit von
w folgt f(E) € A4 und pu(f(E)) = 0.

(3) impliziert (2): Definiere g(x) := x+ f(x) fiir x € [a, b]. Hat das f-Bild eines
Intervalls der Léange [ die Lange I, so hat das g-Bild dieses Intervalls die Lange
[+ 1. Daraus folgt, dass unter der Voraussetzung (3) auch g Nullmengen auf
Nullmengen abbildet. Sei £ C [a,b], E € 4. Dann ist E = Ey U F fiir eine
Nullmenge Ej und eine F,-Menge F' (3.11)(2)); F ist Vereinigung abzahlbar

vieler kompakter Mengen. Da g stetig ist und (3) erfiillt, folgt die Lebesgue-
Messbarkeit von g(E) = g(Ep) U g(F'). Definiere dann

ME) = u(g(E))

fir £ C [a,b], E € A4 . Da g injektiv ist, ist A ein (endliches) Mass, ausserdem
gilt A <« p. Nach [6.§)(2) (Radon-Nikodym) ist

d\ = hdp
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fiir ein h € L'(u). Fiir E = [a, z] folgt g(E) = [g(a), g(z)] und somit

Es gilt also

fir alle z € [a,b]. Nach Satz folgt
P(2) = hz) — 1

fir fast alle x € [a,b]. Somit ist (2) erfiillt. O

7.14 Satz
Sei f: [a,b] — R absolut stetig. Definiere

k

F(x):=sup Y |f(t;) = f(t;1)|  fir z € [a,b)],

Jj=1

wobei das Supremum tber alle k und alle (t;) mita =1ty <t; <...<tp=ux
genommen wird. Dann sind die Funktionen F', F+ f, F— f monoton steigend
und absolut stetig auf [a, b].

Ist F'(b) < oo fur eine (nicht notwendigerweise absolut stetige) Funktion
f:]a,b] = R, sohat f beschrinkte Variation auf [a,b] und F(b) ist die totale
Variation von f auf [a, b].

Beweis: Fira<z <y <bunda=ty<t; <...<ty=uxgilt
k
F(y) > 1f(y) = f@)|+ ) 1F () = f(t-0)].
j=1

Somit ist F(y) > | (y) — f(2)] + F(x), also F(y) > f(y) — f(2) + F(z) und
F(y) > f(z)— f(y)+ F(x). Dies zeigt die Monotonie von F, F'+ f und F — f.
Da die Summe zweier absolut stetiger Funktionen absolut stetig ist, bleibt
noch zu zeigen, dass F' absolut stetig auf [a, b] ist. Sei € > 0; dann existiert ein
0 > 0 wie in . Seien (a1, 51), ..., (an, B8,) paarweise disjunkte Intervalle
in [a,b] mit " (6; — ;) < d. Fiir jedes i gilt

F(B:) = Flas) = sup Y 1(t) — fltis )l
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wobei das Supremum iiber alle k; und (¢; ;) mit oy =t;0 < t;1 < ... <ty =

Bi genommen wird. Fiir alle solchen k; und (¢;;), i =1,...,n, ist
n k; n
Z Z(ti,j —tij1) = Z(Bz —a;) <6
i=1 j=1 i=1
und somit N
ZZ |f(tig) = ftij—)| <e
i=1 j=1
nach der Wahl von 4. Es folgt >, (F(8;) — F()) <e. O
7.15 Satz

Fiir eine Funktion f: [a,b] — R sind dquivalent:

(1) f ist absolut stetig auf |a, b].
(2) f ist fast iiberall in [a,b] differenzierbar, f' € L', und

f(x) — f(a) = /90 f'(t)dt  fiir alle x € [a,b].

Beweis: Wir haben schon gesehen, dass (1) aus (2) folgt. Gilt (1), so sei F
die wie in definiert. Setze fi := L(F + f), fo := 3(F — f), und wende die
Implikation (1) = (2) von auf f; und f> an. Da f = f1 — fo, folgt (2). O

7.16 Satz
Ist f: [a,b] — R iiberall auf [a,b] differenzierbar und f' € L', so ist

f(x) — f(a) :/ f'(&)dt  fiir alle x € [a,b].
Beweis: Es geniigt, dies fiir x = b zu zeigen. Sei € > 0. Nach Satz (Vitali-
Carathéodory) existiert eine von unten halbstetige Funktion ¢ auf [a, b], so
dass g > f’ und f;g(t) dt < fab fl(t)dt + e. gibt eigentlich nur g > f/,

aber wegen f([a,b]) < oo kann man leicht auch g > f’ erreichen.) Fiir n > 0
und z € [a, b] sei

Fy(r) = / “gydt - f(@) + fa) +n(x —a).

Sei n zunéchst fest. Fir jedes = € [a,b) existiert ein 6, > 0 mit

g(t) > f'(x) und
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fir alle t € (x,z + J,), da g von unten halbstetig und g(z) > f'(x) ist. Fiir
jedes solche t folgt

Fy(0) = Fyfa) = [ glo)ds = (£() = $(@) +n(t ~ o)
> (= 0)f'(2) = (t = 2)(f'(x) + ) + 0t — 2) =0,

Da F,(a) = 0 und F, stetig ist, existiert ein maximales = € [a, b] mit F,(z) =
0. Im Fall x < b ist also F,(t) > 0 fir t € (x,b]. In beiden Fillen gilt
F,(b) > 0. Da dies fiir alle > 0 zutrifft, folgt

f@—ﬂ@é/g@ﬁ</f®ﬁ+e

Da € > 0 beliebig war, folgt f(b) — f(a) < fab f'(t) dt. Dieselbe Ungleichung
gilt fiir — f anstelle von f; damit gilt Gleichheit. O

8 Produkt-Raume

In diesem Kapitel untersuchen wir die Integration von Funktionen auf karte-
sischen Produkten X xY = {(z,y) : * € X, y € Y}. Wir bilden zuerst das
Produkt zweier messbarer Rdume.

8.1 Definition (Produkt-o-Algebra)
Seien (X,.) und (Y, .7) zwei messbare Raume. Die Produkt-o-Algebra . x
7 in X x Y ist die kleinste o-Algebra in X x Y, die alle Mengen der Gestalt
Ax Bmit A€ . und B € .7 enthilt.

8.2 Satz
Sei B €. x 7. Fir jedesx € X ist E, :={y €Y :(z,y) € E} in T, und
fiir jedesy € Y ist EY :={x € X : (z,y) € E} in ..

Beweis: Sei €0 die Menge aller £ € . x J mit E, € 7 fir jedes x € X.
Wir wollen zeigen, dass 2 = ¥ x 7. Ist E = Ax Bfir Ae .Y und B € 7,
soist B, = B fallsx € Aund E, = () falls z ¢ A; somit ist £ € Q. Da .7
eine o-Algebra ist, gilt ausserdem:

(i) X xY €Q.

(i) Fir F e Qist (E°), = (E,)° € 7, also E° € Q.

(iii) Fir £ =2, Ei, B, € Q, ist B, = U2, (Ei), € 7, also E € Q.
Dies zeigt, dass ) eine o-Algebraist. Da {Ax B: A€ .Y, Be I} CQC
S x T, folgt Q = . x J nach Definition [8.1] Dies zeigt eine Hélfte des
Satzes, die andere folgt analog. O
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8.3 Definition (monotone Klasse)
Eine monotone Klasse .# ist ein System von Mengen mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) Aus Ay, Ay,...€l, Ay C Ay C ..., folgt U;o Ai € .

(11) Aus Bl,BQ,... E%, By D By D ceey folgt 02131 e M.

Im Folgenden nennen wir eine Menge () C X X Y elementar, und schreiben
Q € &, falls (Q die Vereinigung von endlichen vielen, paarweise disjunkten
Mengen der Gestalt A x B ist, wobei A € . und B € 7.

8.4 Satz
Die Produkt-o-Algebra . x 7 ist die kleinste monotone Klasse, die alle
elementaren Mengen enthdlt.

Beweis: Sei ./ die kleinste monotone Klasse, die & enthélt; die Existenz von
A zeigt man wie im Beweis von [1.3] Da . x .7 eine monotone Klasse ist,
gilt A4 C .7 x 7. Aus den Identititen

(A1 X B1) N (A X By) = (A1 N Ay) x (B N By),
(A1 x By) \ (A2 X By) = [(A1 \ A) x B1]U[(A1 N Ag) x (B; \ Ba)]

folgt, dass mit P, @ € & auch PNQ, P\Q und PUQ = (P\Q)UQ in & sind.
Fiir eine Menge P C X X Y bezeichne Q(P) die Menge aller QQ C X X Y, so
dass P\ Q,Q \ P,PUQ € .#. Man sieht leicht:

(1) @ € Q(P) gilt genau dann, wenn P € Q(Q).
(2) Da .# eine monotone Klasse ist, ist jedes {2(P) eine monotone Klasse.

Fixiere P € &. Nach den oben gezeigten Eigenschaften von & ist & C Q(P);
mit (2) folgt .# C Q(P). Fixiere jetzt QQ € #. Fir P € & ist Q € # C
Q(P), also P € Q(Q) nach (1). Somit gilt & C Q(Q), und mit (2) folgt
A C Q(Q). Wir haben also gezeigt: Sind P, Q € .#, so sind auch P\ @) und
PUQ in . Nun folgt leicht, dass .# eine o-Algebra ist:
i) XxYe&cCA.
(il) Mit Q € A ist auch Q° = (X xY)\Q € .
(iii) Sind Py, Ps,... € A, und ist P = |J;2, P;, so ist Q,, :== U, P € A
fiir alle n € N, also P = J,—, Q, € 4 wegen der Monotonie von ..
Da& Cc.# CxT,folgt # = %xT. a

8.5 Satz

Sei f: X xY — R eine ( x T)-messbare Funktion. Fiir jedes x € X ist
fei=f(z,"): Y = R T -messbar, und fiir jedes y € Y ist f¥ = f(-,y): X —
R .7 -messbar.
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Beweis: Sei V. C R offen. Dann ist Q := f~4(V) € . x .7, und fiir alle
x € X ist die Menge

W) ={y: flay) eVi={y:(z.9) €Q} = Qs
in 7 gemiss 8.2 O

8.6 Satz
Seien (X, ., p) und (Y, 7 ,v) zwei o-endliche Massrdaume, und sei Q € ./ X
T . Setze

p(r) =v(Q.) =v({y: (z,y) €Q}) firzeX,
U(y) = @) = p({r: (z,9) €Q}) firyey.

Dann gilt: ¢ ist % -messbar, 1 ist T -messbar, und

(%) /Xsoduz/ywdu

Nach [8.2 sind ¢ und ¢ definiert. Gleichung (*) kann auch in der Form

//XQﬂfde ) du(z //XQ:vydu z) dv(y)

geschrieben werden.

Beweis: Sei 2 die Menge aller Q € . x .7, fiir die die Aussage des Satzes
gilt. Wir zeigen zunéchst:
(1) Ist Q=Ax Bfir Ae ¥ und B € 7, s0ist Q € Q.
(2) Ist Q =2, Qi fiir Q1 C Qa2 C ..., Q; €Q,s0ist Q €.
(3) Ist @ = |J,; Q; fiir eine abzdhlbare Familie (Q);) paarweise disjunkter
Q; € Q, soist Q € Q.
(4) Ist Q@ = (2 Qi, wobel AX B D Q1D QD ..., Qi €Q, u(A) < o0
und v(B) < o0, so ist () € .

Fiir @ = A x B wie in (1) gilt

v(Qz) = v(B)xa(z) uwnd pu(QY) = pu(A)xas(y)-

Somit sind beide Integrale in (x) gleich u(A)v(B).
Sei jetzt @ wie in (2). Setze ¢;(x) = v((Q;).) fir x € X und ¢;(y) =
)

p((Q,)Y) fir y € Y. Es gilt p1(z) < wo(z) < ... und ¢;(x) = ¢(x) (i = o0)
fiir alle z € X und ebenso ¥, (y) < wg(y) < ... und ¢¥;(y) = ¥(y) (i — o0)
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fiir alle y € Y. Da nach Voraussetzung die Aussage des Satzes fiir ; und
gilt, folgt @ € Q aus (monotone Konvergenz).

Sei @ wie in (3). Ist die Familie (Q;) endlich, so folgt @) € Q wegen xgo =
> i XQ;- Zusammen mit (2) impliziert dies ) € Q im allgemeinen Fall.

(4) folgt auf dhnliche Weise wie (2), mit (beschriankte Konvergenz) an-
stelle von [2.4]

Nach Voraussetzung existieren messbare Zerlegungen (X,,)men und (Yy,)nen
von X bzw. Y mit u(X,,) < oo und v(Y,) < oo fiir alle m,n € N. Fiir
Q € S X T sel Qmn == QN (X, xY,); sei dann # die Menge aller
Q €. X T mit Quy € Q fiir jedes Paar (m,n). Aus (2) und (4) folgt, dass
A eine monotone Klasse ist. Wegen (1) und (3)ist & C A;da A C S X T,
gilt # = ¥ x T nach Satz[8.4] Fiir Q € . x .7 ist somit @, €  fiir jedes
jedes Paar (m,n). Da Q = U _1 Qmn, und da die Q,,,, paarweise disjunkt
sind, folgt @ € Q aus (3). a

8.7 Definition (Produktmass)
Seien (X, .7, pu) und (Y, .7, v) wie in Satz 8.6, Fir Q € ¥ X 7 sei
3 0)(@ = [ Q) du() = [ (@) vy,
X Y

1 X v heisst das Produktmass von p und v.

Dass p x v wirklich ein Mass auf . x .7 definiert, folgt sofort aus Satz [2.5]
Beachte, dass p x v auch o-endlich ist.

8.8 Satz (Fubini)
Seien (X,.7, 1) und (Y, T ,v) zwei g-endliche Massrdaume, und sei f eine
(.7 x T)-messbare Funktion auf X x Y.
(1) Ist O < f < o0, so gilt: x — [, f(z,y)dv(y) ist -messbar, y —
Jx f(@,y) du(zx) ist T -messbar, und

/X /y flz,y) dv(y) du(z) = . fd(pxv)

5L4ﬂ@wwmmwy

(2) Ist f reell und wenigstens eines der Integrale [ [i | f(x,y)|dv(y) du(x)
und [y [ 1f (@, y)|du(z) dv(y) endlich, so ist f € L'(p x v).

(3) Ist f reell und f € L*(u x v), so ist f(x,-) in L*(v) fir p-fast alle x
und x — [, f(x,y)dv(y) in L' (n), ebenso ist f(-,y) in L' (p) fir v-fast
alle y und y — [ f(z,y)dp(x) in L' (v), und es gilt (x).
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Kurz gesagt: Die Reihenfolge der Integration darf fir (& x 7 )-messbare
Funktionen f vertauscht werden, wenn f > 0 (s. (1)) oder wenn wenigstens
eines der Doppelintegrale von |f| endlich ist (s. (2) und (3)).

Bewez’s (1) Nach Satz sind die Funktionen ¢(x) = [, f(z,y) dy( )
und ¢ = [ f(z,y) d,u x) erklart. Sei Q € . >< 7 und [ =

Nach Deﬁnltlon 8.7] entspricht (1) dann gerade der Aussage von Satz .
Damit gilt (1) fiir alle (¥ x .7 )-messbaren Treppenfunktionen s > 0.
Im allgemeinen Fall existiert eine Folge solcher Funktionen s,, so dass
0 < 31 < 89 g ...ound sy(z,y) — f(z,y) fur alle (z,y) € X x Y. Sei
(@) = [, sn(2,y) dv(y). Satz (monotone Konvergenz), angewandt auf
(Y, 9 V) zeigt dass p,(z) — ¢(z) (n — oo) fir alle z € X. Da diese
Konvergenz monoton ist, und da

/@nd,u:/ Snd(ﬂx’/)
X XxY

gemiéss dem anfangs diskutierten Spezialfall, folgt durch Anwenden von
auf diese beiden Integrale die erste Gleichung in (x). Die zweite folgt durch
Vertauschen der Rollen von z und y.

(2) folgt durch Anwenden von (1) auf |f].

(3): Sei pu(x) = [y fH(z,y)dv(y) und pa(x) := [y f~(2,y) dv(y). Da (1)
fiir f* gilt, und da f € Ll(u x v), folgt

[odu= [ srawxn < [ il <o,
X XxY

XxY

also o1 € L'(u). Ebenso ist ¢, € L*(p). Fiir p-fast alle z gilt deshalb

/Y ()] dv = /Y P+ (@) dv = o1 () + pale) < oo,

also f(z,-) € L*(v), und
~ [ fap)dvty) = 1(@) - o).
Y
Somit ist ¢ € L'(u). Mit [ prdp = [y, fTd(p x v) und [, @odp =
Jx .y [~ d(p x v) folgt die erste Ungleichung in (x). Dies zeigt eine Hélfte

von (3). Die andere Halfte folgt analog. 0

Wir betrachten drei Beispiele, die zeigen, dass die verschiedenen Vorausset-
zungen in nicht weggelassen werden kénnen.
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Sei zuerst X =Y = [0,1], ¢ = v das Lebesgue-Mass auf [0, 1]. Wihle
0=0h<d<..mtd —1(Mn-—= oo) Fiir n € N sei g, eine reelle stetige
Funktion mit Tr g, C (,,0ns1) und fo gn(t) dt = 1. Setze dann

o0

F@y) = (gn(®) = gni1(2))gn(v);
n=1
fiir jeden Punkt (z,y) ist hochstens ein Summand ungleich null. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass

//fxydydx—l%o—//fxydxdy

In diesem Beispiel ist f stetig ausser im Punkt (1,1), aber beide Doppelin-
tegrale von |f| sind unendlich.

Fiir das zweite Beispiel sei X =Y = [0, 1], u das Lebesgue-Mass auf [0, 1],
v das Zahlmass auf [0,1], f(z,y) = 1 fir z = y und f(x y) = 0 fiir x # y.
Dann ist [, f(x,y)dp(z) =0 fir alley € Y und [, f(z,y) dv(y) = 1 fiir alle
r € X, somit

A/}(f(x,y)du(x)dy<y>:o¢1:/)(/yf(x,y>dy(y)du($)_

In diesem Beispiel ist v nicht o-endlich. Beachte, dass f (. x .7 )-messbar ist,
wobei . die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen von [0, 1] und
Z die Potenzmenge von [0, 1] bezeichnen: Es gilt f = xp fiir D = {(z,y) :
0<z=y <1} und D = (), Q, fur die (Y X J)-messbaren Mengen
Qu=Up,[5 112

Im dritten Beispiel ist wieder (X,.,u) = (Y,.7,v) = [0,1] mit dem
Lebesgue-Mass. Unter Voraussetzung der Kontinuumshypothese kann man
eine Menge Q C [0,1]* mit folgender Eigenschaft konstruieren: Fiir jedes
x € [0,1] enthélt @, alle bis auf abzdhlbar viele Punkte von [0, 1], und fiir
jedes y € [0,1] ist Q¥ abzdhlbar. Fiir f := yq folgt, dass f(x,-) und f(-,y)
Borel-messbar sind und dass fol f(z,y) dy = 1 fiir alle x und fol flz,y)de =0
fiir alle y. Somit ist

/Ol/olﬂx,y)dydx:1¢o=/01/01f<x,y>dxdy.

In diesem Beispiel ist f offenbar nicht (. x .7 )-messbar.

Das Produkt von zwei vollstandigen Massraumen (X,.7, u) und (Y, 7, v) ist
im Allgemeinen nicht vollstandig: Ist A € &, A 4 (), u(A) =0und B C Y,
B¢ 7 ,s0ist AxBCAXY und (uxv)(AxY)=0,aber AxB¢ .Y xT
(fiir 2 € A miisste (A x B), = B in .7 sein gemiiss [8.2).
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8.9 Satz
Sei py, das Lebesque-Mass auf R¥, k> 1. Istk =1 +s, r,5 > 1, s0 ist y, die
Vervollstindigung von pu,. X .

Beweis: Seien %), und .4 die o-Algebren der Borelmengen bzw. Lebesgue-
messbaren Mengen in R¥. Jeder Quader in R ist in ., x .#,, und die von der
Menge aller Quader erzeugte o-Algebra ist By. Somit ist By, C M. x #. Fiir
C € M, und D € M, sind C x R* und R” x D in ), (dies folgt aus[3.11](2));
somit ist auch C'x D = (C'xR*)N(R" x D) in .#},. Es folgt A, x M C M.
Da pt, X jis translationsinvariant ist und jedem Quader in R* denselben Wert
wie p zuordnet, gilt
P X s = k| ()

gemdss |3.11[(4). Fiir jedes A € ), existieren F,G € %), mit ' C A C G und
we(G\ F) =0 (3.11)2)). Da By, C A, X Ms, ist M), die Vervollstandigung
von M, X Mg bzgl. p,. X ps (s.[2.12)). O

Wir zeigen in [8.11| noch eine Variante des Satzes von Fubini, die vor allem
im Zusammenhang mit wichtig ist. Der Beweis verwendet und das
folgende Lemma.

8.10 Lemma

Sei (X, 4, 1) ein Massraum, und sei .#* die Vervollstindigung von M
bzgl. . Ist f: X — R eine .#*-messbare Funktion, so existiert eine M -
messbare Funktion g: X — R mit |g| < |f| und g(z) = f(z) fir alle
r € X\ Q, wobei Q € A und u(Q) = 0.

Beweis: Sei zundchst f > 0. Dann existieren . *-messbare Treppenfunktio-
nen 0 < s; < sy <...,s0dass s,(x) = f(z) (n — oo) fur alle z € X. Es
gilt f=>" (Sn+1 — sp) und somit f = > 7, ¢;xg, fiir Konstanten ¢; > 0
und Mengen E; € .#*. Nach Definition von .Z* (s. gibt es Mengen
A, B; € A mit A; C E; C B; und pu(B; \ A;) = 0. Dann ist

o0

g = Z CiXA;
i=1
A -messbar, g < f, und g(x) = f(z) fir alle  ausserhalb (J;2,(E; \ 4;). Da
E; C B; und pu(B; \ A;) =0, gilt fir Q :=J;=,(B; \ 4;) die Behauptung im
Fall f > 0. Das allgemeine Resultat folgt leicht. O

8.11 Satz
Seien (X, .7, u) und (Y, T, v) zwei vollstindige und o-endliche Massrdume,
und sei (& x T)* die Vervollstindigung von . X T bzgl. u X v. Sei f eine
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(. x T )*-messbare Funktion auf X X Y. Dann gelten[8.8(1), (2) und (3) fir
das auf (. X T)* fortgesetzte Mass X v, mit folgendem Unterschied: In (1)
ist die T -Messbarkeit von f(z,-) und damit die Existenz von [, f(z,y) dv(y)
nur fiir p-fast alle x gesichert, ebenso ist [, f(x,y)du(x) im Allgemeinen nur
v-fast iberall erkldrt.

Beweis: Sei f wie im Satz. Nach Lemma ist f = g+ h fiir eine (¥ x T)-
messbare Funktion ¢ mit |g| < |f| und eine Funktion h mit A(z,y) = 0 fiir
alle (z,y) € (X xY)\ Q, wobei Q € . x 7 und (p x v)(Q)) = 0. Dann gilt

/X v(Qu) dpr) = (1 x v)(Q) = 0,

also v(Q,) = 0 fir p-fast alle z. Fiir jedes solche = ist h(z,-) = 0 v-fast
iiberall. Ebenso gilt: Fiir v-fast alle y ist h(-,y) = 0 p-fast iiberall. Mit der
Vollsténdigkeit von p und v folgt die 7-Messbarkeit von h(z,-) fir p-fast
alle x sowie die .-Messbarkeit von h(-,y) fiir v-fast alle y. Nun folgt der
Satz durch Anwenden von [8.8 auf g; alle drei auftretenden Integrale stimmen
mit denjenigen fiir f iiberein. a
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