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1 Einleitung

Sei A eine abelsche Varietét iiber einem Zahlkoérper K, und sei A eine endlich
erzeugte, torsionsfreie Untergruppe von A(K) vom Rang r > 0. Sei v eine
Stelle von K, an der A gute Reduktion hat. Durch Reduktion an der Stelle
v erhalt man somit eine abelsche Varietit A, iiber dem endlichen Restklas-
senkorper k,. Folglich ist die Reduktion jedes rationalen Punktes von A ein
Torsionspunkt. Man mochte nun die Reduktion von A an der Stelle v unter-
suchen. Da es ziemlich schwierig ist, Aussagen iiber die volle Reduktion zu
machen, beschreibt man den /-Anteil der Reduktion, wobei ¢ eine Primzahl
ist, fiir welche v { ¢ gilt.

Ziel dieser Arbeit ist es, Aussagen iiber den /-Anteil der Reduktion von A
zu machen. Ausgangspunkt ist dabei Pinks Artikel [8]. Pink hat dort diesel-
ben Fragestellungen fiir den ¢-Anteil der Reduktion eines rationalen Punktes
a € A(K) unendlicher Ordnung untersucht. Um die Methoden aus Pinks
Artikel verwenden zu kénnen, arbeitet man mit der abelschen Varietét

A :=Hom(A, A).

Die Identitéit auf A entspricht dann auf kanonische Weise einem rationalen
Punkt @ € A(K) unendlicher Ordnung.

Um den /-Anteil der Reduktion von A zu untersuchen betrachtet man die
Gruppe

®(A) = {z € AK) | In>0: "z € A}.

Dies ist eine Erweiterung von A ®z, Z[1/¢] mit

All>]:={r € A(K) | 3n > 0: "z = 0}.

Die Gruppe A[¢*°] kann mit Hilfe der Galois-Darstellung auf dem ¢-adischen
Tate-Modul T;(A) untersucht werden.

Im zweiten Kapitel wird zunéchst ein Resultat iiber das Bild I', der
Galois-Darstellung und dessen Zariski Abschluss G, erwiahnt. Dann definiert
man mit Hilfe von ¢~°°(A) einen assoziierten Tate-Modul T,(A, A) und un-
tersucht die Galois-Darstellung darauf. Das Bild dieser Darstellung wird mit
fg und dessen Zariski Abschluss mit ée bezeichnet. Es wird auch noch kurz
beschrieben, was man unter Hom(A, A) zu verstehen hat, und weshalb das
wieder eine abelsche Varietdt ist. Diese Konstruktion heisst Funktor von
Punkten. Eine kurze Beschreibung dieser Konstruktion ist auch in [4] ent-
halten. Der Rest des zweiten Kapitels besteht aus Strukturaussagen iiber I
und G,. Das Hauptziel des Kapitels ist es, das folgende Theorem zu beweisen.



Theorem. Sei B die Einskomponente des Zariski Abschlusses von Za in
A. Dann ist T'y eine Erweiterung von I'y mit einer offenen Untergruppe von

T(B).

Im dritten Kapitel wird dann der /-Anteil der Reduktion untersucht. Dazu
betrachtet man den Kompositionshomomorphismus

Kot CP(A) C A(K) — Ay(ky) — Ay (k) [0=] = A[¢>].

Zunéchst wird die Restriktion von &, auf A beschrieben. Es stellt sich heraus,
dass diese durch das Bild des Frobeniuselementes Frob, unter der Galois-
Darstellung auf 7;(A, A) bestimmt ist. Dann werden einige spezielle Frage-
stellungen behandelt. Es wird beschrieben, wann der /-Anteil der Reduktion
von A zyklisch ist, und wann der ¢-Anteil der Reduktion von A zyklisch ist.
Danach wird noch untersucht, wann der ¢/-Anteil der Reduktion von A durch
den ¢-Anteil der Reduktion von A erzeugt wird.

Im vierten Kapitel geht es um Dichtigkeitsaussagen. Dazu sei W eine
Teilmenge von A[¢(*] und ¥ die Menge aller Stellen von K, an denen A gute
Reduktion hat und v 1 ¢ gilt. Betrachte

Sty ={v € X | kylp € W}

Im ersten Abschnitt des vierten Kapitels wird das folgende Theorem bewie-
sen.

Theorem. Fliir jede Teilmenge W wvon fl[f"o] hat die Menge Sy, eine Di-
richlet Dichte.

Diese Dichte wird dann auch in Termen des normierten Haar-Masses u
von Iy beschrieben. Im zweiten Abschnitt wird dann untersucht, welche die-
ser Mengen Sy, eine positive Dichte haben. Dabei erhélt man das folgende
Resultat.

Theorem. Jede Abbildung, welche als Reduktionsabbildung von A auftritt,
tritt mat positiver Dichte auf.

Notation und Konvention. Mit K wird ein Zahlkorper bezeichnet, d.h.,
eine endliche Erweiterung von Q. Mit A wird immer eine abelsche Varietét
iiber K bezeichnet, d.h., eine vollstdndige, zusammenhédngende algebraische
Gruppe iiber K. Ein algebraischer Abschluss von K wird mit K bezeichnet
und die dazugehorige Galois-Gruppe mit Gal(K /K). Es wird vorausgesetzt,
dass der Leser Grundkenntnisse in der algebraischen Geometrie, der Theorie
der f-adischen Zahlen und der Theorie der abelschen Varietédten besitzt. Die
Theorie der abelschen Varietéten ist in [7] enthalten.
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2 Die /-adische Darstellung einer abelschen
Varietit

In diesem Kapitel werden zunéchst einige bekannte Resultate fiir I, wieder-
holt. Dann werden Aussagen aus Pinks Artikel [8] verallgemeinert. Die hier
verwendeten Beweistechniken lehnen sich stark an die von Pink an.

2.1 Bekannte Resultate

Betrachte eine abelsche Varietdt A der Dimension g iiber einem Zahlkérper
K. Bezeichne mit K einen algebraischen Abschluss von K. Definiere

A" = {z € AK) | ("z =0},
Alf®] = {x € A(K)|3In>0: 0"z =0}
Die Gruppe A[¢*] ist diskret und isomorph zu (Q,/Z;)*. Die Galois-Gruppe

Gal(K /K) operiert stetig auf A[¢(*°]. Um diese Operation zu beschreiben,
fithrt man den sogenannten f-adischen Tate-Modul von A ein.

Definition. Der ¢-adische Tate-Modul von A ist definiert durch
Ti(A) :=lim A[¢"],

wobei die Ubergangsabbildungen durch Multiplikation mit ¢ gegeben sind.

Der Tate-Modul ist ein freier Z,-Modul vom Rang 2g (siche [7, Remark
8.4.]). Er ist zudem isomorph zu Hom(Q,/Z,, A[¢>°]). Man hat also insgesamt

Ty(A) = Hom (Q¢/Z, A[(™]) 2 Z7.

Die stetige Operation der Galois-Gruppe Gal(K/K) auf T;(A) liefert einen
Homomorphismus

P Gal(f_(/K) - Alltz(Z (TZ(A)) = GL29<ZK>.

Man interessiert sich hier fiir das Bild I'y := pg(Gal(K/K)). Diese Gruppe
ist eine kompakte Untergruppe von GLg,(Zy). Bezeichne mit G, den Zariski
Abschluss von I'y in GLg, g,. Dieser Abschluss ist eine lineare algebraische
Gruppe iiber Qy, welche treu auf dem rationalen Tate-Modul

Vi(A) = Ty(A) ®z, Qr = Q;
operiert. Die Abbildung p, liefert somit eine Darstellung
pe: Gal(K/K) — Autz, (Vo(A)) = GLoy(Qy).

Dieser Homomorphismus heisst die ¢(-adische Darstellung zu A.
Fiir G, hat man das folgende Resultat.
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Theorem 2.1.1. (i) Die Operation von Gy auf V;(A) ist halbeinfach und
der natiirliche Homomorphismus

Endg(A) ®z Q¢ — Endg, ¢, (Vg(A))
st ewn Isomorphismus.
(i1) Gy ist eine reduktive Gruppe.
(11i) Ty ist eine offene Untergruppe von Gy(Qy).
Beweis. Siehe [8, Theorem 1.1] O

2.2 Die /-adische Galois-Gruppe einer abelschen Va-
rietéit

Betrachte eine endlich erzeugte, torsionsfreie Untergruppe A von A(K) vom
Rang r > 0. Definiere die diskrete Untergruppe

AN ={x € AK) | In>0:"x € A}
Man hat eine natiirliche Abbildung

07®(A) — A®z Z[1/0) = A[1/4]
r — ("r1/0m,

wobei n so gewéhlt ist, dass "z € A gilt. Dies ist auf Grund der Eigenschaften
des Tensorproduktes wohldefiniert. Mit dieser Abbildung erhélt man eine
natiirliche kurze exakte Sequenz

0 — AlT] — £7%(A) — A @z, Z[1/(] — 0. (1)

Wihle eine Basis aq, . . ., a, von A. Indem man fiir jedes Element der Basis
ein kompatibles System von /-ten Wurzeln wahlt, erhilt man eine Spaltung

AN A®z, Z[1)] — (7(A),
a; @1/0" — (1/fMzxfirneNundi=1,...,r

Eine solche Spaltung wird im folgenden spezielle Spaltung genannt.
Zwei spezielle Spaltungen von (1) unterscheiden sich um ein Element von

Hom (A ® Z[1/(]/Z, A[¢>*]) = Hom (A ® Q¢/Zq, A[(™]) = Hom (A, Tu(A)).



Zwei beliebige Spaltungen von (1) unterscheiden sich dagegen um ein Element
von

Hom (A ® Z[1/€], A[¢*]) = | JHom (A ® Z[1/4]/¢*Z, A[¢™])

& O gik Hom (A &® Qg/Ze, A[goo])
k>0
>~ | J ¢ Hom (A, T;(A)) = Hom (A, Vi(A)).

Die Sequenz (1) ist #iquivariant unter der Operation von Gal(K /K), wobei
die Operation auf Z[1//] trivial ist. Um diese Operation zu beschreiben, fiihrt
man den assoziierten Tate-Modul ein

T[(A, A) := Hom (@g/Zg, K_OO(A>/A)

Die Gruppe £~>°(A)/A ist isomorph zu (Qy/Z,)?*"". Deshalb gilt fiir den
assoziierten Tate-Modul

Ty(A,A) =2 7397,

Wenn man die Sequenz (1) modulo A betrachtet und die Isomorphie
Z[1/0)]Z = Qu/Zy benutzt, erhélt man die kurze exakte Sequenz

0 — A[l>*] — 7°(A) /A — A® Qy/Z; — 0.

Also liegt der assoziierte Tate-Modul in der folgenden kurzen exakten Se-
quenz

0 — Ty(A) — Ty(A,A) — Hom (@z/Ze, A® @e/Zz) — 0.
Man hat einen natiirlichen Isomorphismus
A ® Zy = Hom (Q¢/Z¢, A @ Q¢/Zy) = A ® End(Qu/Zy) = A @ Zy.
Alles in allem hat man also die kurze exakte Sequenz
0 — Ty(A) — TY(A,A) — A®Zy — 0. (2)
Eine Spaltung dieser Sequenz liefert einen Isomorphismus

Ty(AN) ZTHA) DARZL.



Eine solche Zerlegung kann man nun in Vektorschreibweise darstellen. Dann
kann die natiirliche Galois-Darstellung auf 7;(A, A) mit formalen Matrizen
geschrieben werden und sieht folgendermassen aus

By = <Poe ’{) Gal(KJK) — (Autzg gTe(A)) Homy, (A?ZK,TK(A)))

0 1

~ (Gng)(Ze) Mzgxlr(Zé))

_ (Autze (T:(A)) Hom (A,Tg(A)))

Auch hier interessiert man sich fiir das Bild

I, Hom (A, Tg(A))) |

Iy = p(Gal(K/K)) C (() 1

Sei Ny := I, N Hom (A, TZ(A)). Dann erhilt man die natiirliche kurze
exakte Sequenz .
0—N, —1Iy—1,— 1.

Wie im Fall von I'; untersucht man die Gruppe Iy, indem man ihren Zariski
Abschluss Gy in GLyg g, X Magxy,q, betrachtet. Dies ist eine lineare algebrai-
sche Gruppe iiber Q; mit einer treuen Darstellung auf

Vi(A, A) = Ty(A A) ©z, Q = Q"
Dadurch erhélt man eine natiirliche kurze exakte Sequenz
O—>U[—>ég—>Gg—>1.
Die Gruppe Uy, ist eine algebraische Untergruppe von
Hom (A, V(A)) = Hom (A, Ty(A)) @z, Qp.

Nach Theorem 2.1.1 (ii) ist die Gruppe G, reduktiv. Deshalb ist U, genau
das unipotente Radikal der linearen algebraischen Gruppe Gy.

Satz 2.2.1. Die Gruppe I, ist offen in G¢(Qy), und die Gruppe Ny ist offen
m Ug(@[)

Beweis. Man hat die folgende Inklusion von kurzen exakten Sequenzen

00— Ur(Qr) — Go(Qp) — Go(Qr) — 1




Man kann nun alle diese Gruppen als f-adische Lie-Gruppen betrachten.
Nach Konstruktion ist I'; Zariski dicht in G,. Ein Theorem von Chevalley [3,
Chapter II, Corollary 7.9] impliziert

[Lie Gy, Lie Gy] C LieT.

Sei v eine Stelle von K, an der A gute Reduktion hat und v 1 ¢ gilt. Bezeichne
mit k, den Restklassenkoérper von K an der Stelle v. Sei Frob, ein Element
einer Zerlegunsgruppe an der Stelle v, welches auf Gal(/K /K) operiert, indem
ein Element der Galois-Gruppe auf seine |k, |-te Potenz abgebildet wird.

Man kann zeigen, dass alle Eigenwerte dieses sogenannten Frobeniusele-
mentes komplexen Absolutbetrag > 1 haben. Deshalb kann V;(A) die trivia-
le Darstellung von Gj nicht enthalten. Folglich enthélt auch U, die triviale
Darstellung von G nicht und somit auch von G9 nicht. Fiir die unipotente
Gruppe U, gilt U, = Lie U,. Daraus folgt

Lie U, = [Lie Gy, LieUy] C [Lie Gy, Lie Gy] C LieT.

Nach Theorem 2.1.1 (iii) gilt Liel', = Lie G/y. Daraus folgt nun Lie r, =
Lie Gy. Also ist T'y offen in G4(Qy) und somit auch N, in Uy(Qy). O

Satz 2.2.2. Nach Ersetzen von K durch eine geeignete endliche Erweiterung
existiert eine Spaltung von (1), sodass

= (Te Ny .
Fg—(o 1) qilt.

Beweis. Wihle eine Levi-Zerlegung ég = Gy x Uy, von Gg. Indem man die
Sequenz (2) mit Qy tensoriert erhélt man

0 — Vi(A) — Vi(AA) — A0 Q — 0. (3)

Die Gruppe G, ist reduktiv, operiert trivial auf A ® Q, und nicht trivial
auf jedem von Null verschiedenen Unterraum von V;(A). Folglich besitzt die
Sequenz (3) eine eindeutige Spaltung, welche unter der Operation des Levi-
Faktors (G, invariant ist.

Sei nun A irgendeine Spaltung der Sequenz (1). Diese induziert eine Spal-
tung von (3), welche sich von der Levi-invarianten Spaltung um ein Element
von Hom (A ® Q, Vi(A4)) = Hom (A, V;(A)) unterscheidet. Indem man A
durch dieses Element ersetzt, sieht man, dass die Levi-invariante Spaltung
schon durch eine Spaltung von (1) induziert wird. Beziiglich dieser Spaltung
ist die Zerlegung Gy = Gy x U, dieselbe wie die folgende Zerlegung in Ma-

trixschreibweise
=~ (Gy Uy
Gy = ( 0 1) )
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Nach Satz 2.2.1 ist (Gg(@g) ﬂf’g) X (Ug(@g) ﬁfg) eine offene Untergruppe von
ég(@g) und somit von fg. Nach Galois-Theorie entsprechen die offenen Un-
tergruppen von Iy endlichen Korpererweiterungen von K in K. Indem man
also den Korper K durch die entsprechende endliche Erweiterung ersetzt,
wird Iy selbst ein semidirektes Produkt der obigen Form. O]

Um die von Pink in [8] benutzten Argumente zum Beweis eines Resulta-
tes iiber N, und U, iibernehmen zu kénnen, muss man zunéchst die abelsche
Varietdat Hom (A,A) definieren. Dazu benutzt man eine Konstruktion, die
jedem Schema einen Funktor von der entgegengesetzten Kategorie der Sche-
mata in die Kategorie der Mengen zuordnet. Diese Konstruktion wird in [4]
Funktor von Punkten genannt.

Definition. Sei X ein Schema. Der Funktor von Punkten von X ist der
Funktor
hx : (Sch)® — Ens,

welcher jedem Schema Y die Menge Mor(Y, X) und jedem Morphismus f :
Y — Z die Abbildung von Mengen hx(f) : hx(Z) — hx(Y),g — go f
zuordnet,.

Bemerkung. Wenn man mit Schemata, die {iber einem Basisschema S ge-
geben sind, arbeiten mochte, dann geht die Konstruktion genau gleich. Man
betrachtet dann einfach nur die Morphismen iiber S, also Morg(Y, X), wobei
X und Y natiirlich S-Schemata sein miissen.

Dieser Funktor induziert einen Funktor
(Sch) — Mor ((Sch)°, Ens),

der jedem Schema X dessen Funktor von Punkten zuordnet. Man kann zei-
gen, dass dieser induzierte Funktor volltreu ist. Fiir K-Schemata X und X’
hat man also einen Isomorphismus

Hom (hx, hy) = Morg (X, X).

Dies erlaubt es, ein Schema iiber dessen Funktor von Punkten zu defi-
nieren. Auf diese Weise kann man das Schema Hom (A, A) definieren. Damit
die folgende Definition Sinn macht, muss man sich zunéchst iiberlegen, dass
der Funktor Homz (A, h4(.)) dem Funktor von Punkten eines Schemas ent-
spricht. Dazu wéahlt man eine Basis von A. Dann sieht man, dass das Schema
A" diese Forderung erfiillt.
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Definition. Das Schema Homy (A, A) ist definiert durch
hHomZ (A,A) () = Homz (A, hA())

Fiir ein K-Schema S hat man also

)(S) = Homgz (A, ha(S)) = Homz (A, Morg (S, A)).

hHomz (A,A
Bemerkung. Sobald man eine Basis von A wéhlt, hat man also
Homjy, (A, A) = A",

Insbesondere ist Homgz (A,A) eine abelsche Varietét, welche im folgenden
mit A bezeichnet wird.

Der Homomorphismus id [5 entspricht auf kanonische Weise einem Ele-
ment a aus A. Dieses Element wird also von A induziert und hat unendliche
Ordnung.

Theorem 2.2.3. Se: B die Einskomponente des Zariski Abschlusses von Za
in A. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ny ist eine offene Untergruppe von Ty(B) C T,(A)
(ii) Uy = Vi(B) C Vy(A).
Beweis. (i) Aus der Definition von A ergeben sich die folgenden Gleichungen

Ty(A) = Homy (A, Tu(4)), A[¢*] = Homy (A, A[¢°]) fiir eine ganze Zahl s > 0.

Betrachte nun fiir ganze Zahlen r > s > 0 die folgenden Quotienten

I VI C GLyy(Z)U'Z) x Ty(A)/Ty(A)

L I

FZ ” Fé,r C GLQQ(Z/ETZ)
Man erhélt die kurze exakte Sequenz
0— Né,r,s B f‘ﬁ,r,s — Fé,r — 1

fiir eine Untergruppe Ny, C Ty(A)/¢5T,(A) = A[¢*]. Hier kann man nun ein
Theorem von Ribet [9] anwenden, das fiir den vorliegenden Fall von Bertrand
[2] formuliert und von Hindry [6] in der hier benutzten Form aufgestellt
worden ist.
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Dazu muss r > s + t gelten, wobei ¢ der Exponent vom /¢-Anteil von
[Za : B] ist. Zudem muss @ ein indivisibler Punkt von A(K) sein. Das kann
man jedoch annehmen. Sonst ersetzt man a durch ein indivisibles b mit @ €
Zb. Dies erweitert die Gruppe £~°°(Za) um einen endlichen Index, welcher
teilerfremd zu ¢ ist. Folglich &ndert das die Gruppen I'; und N nicht.

Nach [6, §2, Proposition 1] ist Ny, eine Untergruppe von Ty(B)/¢*Ty(B) =
Bl[¢?], deren Index unabhingig von r und s beschriinkt ist. Die Gruppe Ny
ist der inverse Limes von den Gruppen N, s, wenn r und s gegen unendlich
streben. Daraus folgt, dass N, eine offene Untergruppe von Tg(é ) ist.

(ii) Aus Satz 2.2.1 folgt

Ue(Qp) = QeNe.

Zusammen mit Teil (i) folgt daraus U, = Vj(B). O

Bemerkung. Nach Voraussetzung hat @ unendliche Ordnung. Aus Theorem
2.2.3 folgt daher, dass N, # 0 gilt.

Korollar 2.2.4. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Ny ist offen in Ty(A)
(ii) Up = Vi(A)
(iii) Za ist Zariski dicht in A.
Beweis. Folgt direkt aus Theorem 2.2.3 [

Jetzt kann man sich fragen, wie man die Aussagen des Korollars in Termen
von A an Stelle von A ausdriicken kann.

Satz 2.2.5. Sei Za Zariski dicht in A. Dann ist Za Zariski dicht in A fiir
jedes a € A\ {0}.

Beweis. Wéhle eine Basis ay, ..., a, von A. Die Bedingung, dass Za Zariski
dicht ist in A = A", bedeutet nun, dass Z(ay, ..., a,) dicht ist in A”. Aus

Z(al,...,ar)QZal@...@Z_w

und der Tatsache, dass die Projektion auf einen Faktor abgeschlossen ist,
folgt Za; = A fiiri=1,...,r.

Sei nun a ein von Null verschiedenes Element von A. Dann kann man ein
Vielfaches von a zu einer Basis ergéinzen und das obige Argument anwenden,
um Za = A zu erhalten. O
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Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Die Aussage B # A ist dquivalent
dazu, dass es einen nicht trivialen Quotienten A / B und einen nicht trivialen
Homomorphismus ¢ : A/B — A gibt. Dies wiederum ist dquivalent zur
Tatsache, dass es @1, ..., ¢, € End (A4) gibt mit Y-, ¢;(a;) = 0.

Beispiel. Sei A eine elliptische Kurve mit komplexer Multiplikation durch
Ok =7 @ Zw, und sei a € A(K) ein Punkt unendlicher Ordnung. Definiere
A := Oka. Dann hat man einen Isomorphismus 0x = A,z — za. Da a kein
Torsionspunkt ist, muss Zb dicht sein in A fiir jedes von Null verschiedene
b € A. Fiir die Z-Basis a,wa von A existiert aber die nicht triviale Relation
1 (wa) —w - (a) = 0. Folglich sind B und A in diesem Fall nicht gleich.

Trotzdem kann man B und U, noch etwas expliziter beschreiben. Definiere

dazu E := End (A)
Satz 2.2.6. (i) B = Homp (EA, A).
Yoieipla) =0 fir jede

(ii) Uy =Vi(B) 2 { ¢ € Homz (A, Vi(A)) | endliche Folge von Elementen
e, € E,ape Amit ) . ea; =0

Beweis. (i) Wéhle eine Basis ay,...,a, von A. Dann hat die Gruppe FA
die Form EA = Fay + ... + Fa,. Diese Summe ist zwar nicht mehr direkt,
besitzt aber eine endliche F-lineare Présentation, d.h., man hat

E™ M, F S EA —0,

wobel E" — EA, x = (x1,...,2,) — >, x;a;. Indem man nun den Funktor
Hompg (., A) auf diese Présentation anwendet, erhélt man

0 — Hompg (EA, A) — Hompg (ET, A) M, Hompg (Em, A).
Dabei gilt Hompg (ET, A) = A" = A und somit
B = Homp (EA, A) C Homg, (A, A) = A.

(ii) Da sich B und A durch E-Relationen unterscheiden, wird auch U, =

Vi(B) durch V;(A) durch solche Relationen gegeben. Es gilt somit

Uy =V,(B) = Homg (EA,V,(A))

> eip(a;) =0 fiir jede
= <€ Homyz (A, Viy(A)) | endliche Folge von Elementen
€; € E,(J,i € A mit Zieiai =0

]
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Bemerkung. Es ist also B der Kern von A" _MP, Am. Etwas in der Art hat
man auch erwarten kénnen, da sich nach dern obigen Ausfithrungen B von
A durch E-Relationen unterscheidet, welche bei Homp (EA, A) rausdividiert
werden. Wenn nun A die Bedingung A = EA erfiillt, dann gilt die Umkehrung
von Satz 2.2.5.
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3 Der /-Anteil der Reduktion

In diesem Kapitel wird der ¢-Anteil der Reduktion genauer untersucht. Im
ersten Abschnitt wird der ¢-Anteil der Reduktion von A durch eine Abbil-
dung beschrieben. In den darauffolgenden Abschnitten werden einige spezielle
Fragestellungen behandelt.

3.1 Der /-Anteil der Reduktion an der Stelle v

Sei A wie oben, und sei v { £ eine Primstelle von K, an der A gute Reduktion
hat. Dann induziert die Reduktionsabbildung einen Isomorphismus

A = A, (R[],

Betrachte den Kompositionshomomorphismus

Kot C(A) C A(K) — Ay(ky) — Ay (k) [0=] = A[¢>).

Nach Definition ist die Einschrankung von k, auf A[¢(*°] die Identitét.
Folglich induziert r, eine Spaltung der Sequenz (1). Die Abbildung , ist
nach Konstruktion dquivariant unter der Operation von Frob, .

Satz 3.1.1. Sei v { { eine Primstelle von K, an der A gute Reduktion hat.
Dann ist K, die einzige Frob,-dquivariante Spaltung der Sequenz (1).

Beweis. Jede andere Frob,-dquivariante Spaltung unterscheidet sich von x,
durch ein Element von

Hom (A ®z Z[1/(], A[*]) = Hom (A, Vy(A)) = Vy(A) = Vi(A)".

Alle Eigenwerte von Frob, auf V;(A) haben komplexen Absolutbetrag > 1.
Also ist der Unterraum der Frob,-Invarianten in V;(A)" null, und somit ist
kK, die einzige Frob,-dquivariante Spaltung. O]

Nun méchte man die Abbildung &, |y untersuchen. Diese beschreibt nach
Konstruktion den ¢-Anteil der Reduktion von A.

Dazu sei aq,...,a, eine Basis von A und A eine spezielle Spaltung der
Sequenz (1). Definiere

- - v Ny
somnteon = (3 ).
wobei 7, = pi(Frob,) € I'y C GLyy(Z¢),n, € Hom (A,T@(A)) = Magxr(Zy)

gilt. Da =, keinen Eigenwert 1 hat, ist die Matrix 7, —id {iber Q, invertierbar.
Definiere

My = (71} - id)_lnv € Hom (A> VK(A)) = M29><r(@é)~
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Sei 7, der natiirliche Kompositionshomomorphismus
Hom (A, V;(A)) — Hom (A, V(A))/Hom (A, T;(A)) = Hom (A, A[£>]).
Satz 3.1.2. Es gilt ky|a = me(my,) : A — A[>].
Beweis. Die Spaltung A induziert eine Zerlegung
Vi(A ) = Vi(A) & (A © Q).
und somit eine Zerlegung

Hom (A, Vy(A,A)) = Hom (A, Viy(A)) & Hom (A, A ® Q)
= M2g><r(@€) ¥ MTXT(QE)-

Der Eigenraum von 4 in Hom (A, Vy(A, A)) zum Eigenwert 1 wird erzeugt
durch

(_17(?”> € M2g><r<@€) > err(@é)-
Es gilt A ® Z[1/¢] = A[1/¢]. Die Abbildung

Hom (A, A[1/¢]) — Hom (A, ¢~*(A)) = Hom (A, A[¢>°]) @ Hom (A, A[1/¢]),

- ()

definiert eine 4,-dquivariante Spaltung der Sequenz
0 — Hom (A, A[¢°]) — Hom (A, ¢~>°(A)) — Hom (A, A[1/¢]) — 0.

Dabei wird die Operation von 7, auf Hom (A,.) als Operation auf dem
Bildraum verstanden. Also wird die Spaltung durch eine 7,-dquivariante Spal-
tung

A[1/0) — £7°(A)

induziert. Ebenso wird die 7,-dquivariante Abbildung

Hom (A, A[¢*]) @ Hom (A, A[1/€]) = Hom (A, £~®(A)) — Hom (A, A[¢>])
(z) _ <b+7rg0(mva:)> n (—m(xmvx)) o b ()

durch eine 7,-dquivariante Spaltung

(= (A) — A[e™]
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induziert. Nach Satz 3.1.1 kommt dafiir nur x, in Frage.

Die Gruppe A induziert auf eindeutige Weise ein Element in Hom (A, E_OO(A)) )
Weil A eine spezielle Spaltung der Sequenz (1) war, entspricht dieses Element
dem Element

(1‘21) € Hom (A, A[f]) & Hom (A, A[1/1]).
Also folgt ky|a = me(my, id) = me(Mmy). O

3.2 Eigenschaften von A,(k,)[(*]

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wann der /-Anteil der Reduktion
von A zyklisch ist.
Sei v 1 £ eine Primstelle, an der A gute Reduktion hat. Definiere

Yy = pe(Frob,) € I'y C GLoy(Zy).
Satz 3.2.1. A,(k,)[(*>°] = A(K)[(>®]FP =2 T,(A)/(y, —id)Ty(A).
Beweis. Man hat die folgenden Gleichungen
Au(ko)[0°] = Ay(ky)[00]Frebe 2= ACK)[e0]Frobs
= (Tu(A) @ (Qe/Zy))™".

Der Tate-Modul liegt in der folgenden kurzen exakten Sequenz

0 — Ty(A) — Vy(A) — A(K)[¢>] — 0.

Betrachte die Gruppe (Frob,). Zu dieser Gruppe und zur obigen Sequenz
gehort eine lange exakte Kohomologiesequenz. Betrachte daraus den folgen-
den Teil

Ve(A)eP — A(K)[>]P — H' ((Frob,), Tu(A))
— H' ((Frob,), Vi(4)).

Die Matrix =, hat keinen Eigenwert 1 auf V;(A). Deshalb gilt (Vg(A))% =
0. Da die Gruppe (Frob,) zyklisch ist, folgt

H' ((Frob,), T;(A)) = Ti(A),, = Te(A)/ (7, —id)Ty(A), und
H' ((Frob,), Vi(4)) = Vi(A),, = Vi(A)/ (7, — id)Vi(A).
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Die Matrix ~, —id ist iiber Q invertierbar. Daraus folgt V;(A),, = 0. Alles
in allem hat man also

A(K) 0] =2 Ty(A) /(7 — id) To(A),
und damit auch

Ay (k) [07] = To(A) / (70 — 1d) Te(A).

Definiere
D = Yo — id € GLQQ(Zg).

Dann hat man das folgende Resultat.
Korollar 3.2.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(i) Der (-Anteil der Reduktion von A an der Stelle v ist zyklisch.
(11) Rang(D mod ¢) > 2g — 1.
Beweis. Nach Konstruktion gilt D = v, —id. Nach Satz 3.2.1 gilt
Ay (ko)) = T,(A)/ DT, (A).

Die Gruppe T;(A)/DT;(A) ist genau dann zyklisch, wenn (T;(A)/DT;(A))®z,
[F, zyklisch ist. Das wiederum ist dquivalent zur Bedingung Rang(D mod ¢) >
2g — 1. O

3.3 Vergleich von Untergruppen

Sei A eine endlich erzeugte torsionsfreie Untergruppe von A(K), und sei X
eine endlich erzeugte Untergruppe von A. Nun kann man sich fragen, wann
die /-Anteile der Reduktion von A und ¥ {ibereinstimmen.

Nehme dazu an, dass der Quotient von A und X keine ¢-Torsion hat. Da
eine von ¢ verschiedene Torsion fiir den /-Anteil keine Rolle spielt, kann man
dann annehmen, dass A = X @ ¥ gilt. Betrachte die formale Matrix

~ ~ v nU
3o := pe(Frob,) = <’é ) ) )

Dabei gilt n, € Hom (A, Tg(A)). Diese Element n, lisst sich nun schreiben
als n, = (s, s,) mit s, € Hom (¥,7(A)),s], € Hom (X', T;(A)). Damit

v ’ Y

kann man 7, als 3 x 3-Blockmatrix auffassen

/
v

H%=|0 1 0
1

B
»
<
0



Satz 3.3.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(1) Die (-Anteile der Reduktion von A und ¥ stimmen tberein.
(ii) s, = s,U + (7, —id)V fir ein U : ¥ — ¥ und ein V : 3/ — Ty(A).

Beweis. Die Aussage, dass die /-Anteile der Reduktion von A und ¥ iibereinstimmen
ist dquivalent zu
Ko(A) = Ky (2).

Nach Konstruktion hat man
Ko(A) = (7, — 1d) "'ny () + Ty(A).
Mit der oben beschriebenen Zerlegung erhélt man
(o —id) " g (A) + To(A) = (30 —id)™ (s, s,) (A) + To(A)
= (7, —id) M5, X + 5,%) 4+ Ty(A)
= (9 —id) s, D+ (, —id) s, X+ Tu(A).

Die Bedingung «,(A) = k,(X) bedeutet genau, dass der /-Anteil der Reduk-
tion von ¥ schon im ¢-Anteil der Reduktion von ¥ liegt. Das wiederum ist
gleichbedeutend mit

(7o —id) 18l Y C (7, — id) s, + Ty(A).
Nach Multiplizieren mit (v, — id) erhélt man
$,5" C 5,2 + (7, — id)Ty(A).

Das bedeutet aber genau, dass es ein U : ¥’ — ¥ und ein V' : ¥ — T,(A)
gibt mit s, = s,U + (v, — id)V. O

Als Spezialfall betrachte man nun die Situation, wenn der Rang von X
gleich n — 1 ist. In diesem Fall gilt ¥/ = Za fiir ein a € A(K). Wegen Za = 7
kann man s/, als Element von T;(A) auffassen. Damit erhélt man das folgende
Resultat.

Korollar 3.3.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(i) Der (-Anteil der Reduktion von a liegt im (-Anteil der Reduktion von
3.

(i1) s, = s,U + (v, —id)V fiir ein U € ¥ und ein V € Ty(A).
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Betrachte nun zwei Punkte a,b € A(K) unendlicher Ordnung. Setze A =
Za @ Zb und ¥ = Zb. In diesem Fall kann man s, und s/ als Elemente von
Ty(A) auffassen. Damit erhélt man das folgende Resultat.

Korollar 3.3.3. Seien a und b zwei Punkte unendlicher Ordnung von A(K).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

(i) Der (-Anteil der Reduktion von a ist ein Vielfaches des (-Anteils der
Reduktion von b.

(ii) s, =ms, + (v, —id)V fiir ein m € Z; und ein V € Ty(A).

Korollar 3.3.4. Seien a und b zwei Punkte unendlicher Ordnung von A(K).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

(i) Die (-Anteile der Reduktion von a und b erzeugen dieselbe Untergruppe
von A, (ky)[>].

(ii) Es gibt ein m € Z; und ein V€ Ty(A), sodass gilt
s, =ms, + (7 —1id)V.
3.4 Zyklizitat

In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, wann der /-Anteil der Re-
duktion von A zyklisch ist. Bezeichne dazu mit x4, ..., 9, die Spalten von
My

Satz 3.4.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) Der (-Anteil der Reduktion von A ist zyklisch.

(ii) Es gibt eine Spalte x; von m,, sodass jede andere Spalte von m, ein
Zy-Vielfaches von x; ist.

Beweis. Nach Satz 3.1.2 gilt
Ko|a= me(my).
Also ist der ¢-Anteil der Reduktion von A genau dann zyklisch, wenn
Rang(my(m,) mod ¢) < 1.
Nach Konstruktion gilt
me : Vi(A) = Ve(A)/To(A).
Also ist die obige Bedingung dquivalent dazu, dass es eine Spalte z; von m,,

gibt, sodass jede andere Spalte von m, ein Z,-Vielfaches von x; ist. O
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3.5 Surjektivitdt von k|

In diesem Abschnitt wird nun untersucht, wann der /-Anteil der Reduktion
von A an der Stelle v vom ¢-Anteil der Reduktion von A erzeugt wird. Nach
Konstruktion der Abbildung k, ist dies gleichbedeutend mit der Bedingung,
dass k, |z surjektiv ist.

Satz 3.5.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(i) Der (-Anteil der Reduktion von A wird durch den (-Anteil der Reduk-
tion von A erzeugt.

(it) Rang ((%, —id) mod ¢) = 2g.
Beweis. Nach Konstruktion gilt
ko|n€ Hom (A, A[6™]).

Nach Satz 3.2.1 gilt
(k] = ALY

Also hat man
Kola: A — A[E‘X’]Fmb“ &~ (Vg(A)/Tg(A))%.

Die Elemente aus (V;(A)/Ty(A))" entsprechen genau den w € V;(A) mit
Yo(w) = w mod 1. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit

w € (v, — id)_l(Tg(A)).
Also ist k,|p genau dann surjektiv, wenn es fiir alle w wie oben ein A € A
gibt mit
my(A) =w mod 1.
Das ist aber dquivalent zu
my(A) + Ty(A) = (7, — id) 7 (Te(A)).
Dies wiederum ist gleichbedeutend mit

ny(A) + (7, —id) (Te(A)) = Tu(A).

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn

Rang ((y» —id, n,) mod ¢) = 2g. (4)
Nach Definition gilt
~ [T Ny
Also ist (4) aquivalent zu Rang ((% —id) mod 6) = 2g. ]
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4 Dichtigkeitsaussagen

In diesem Kapitel geht es zunéchst darum zu zeigen, dass bestimmte Mengen
eine Dirichlet Dichte haben. Im zweiten Abschnitt wird dann untersucht,
unter welchen Bedingungen diese Dichte positiv ist. Dabei bezeichnet p das
normierte Haar-Mass der Gruppe I’y mit Gesamtvolumen 1.

4.1 Existenz von Dichten

Sei W eine Teilmenge von Hom (A, A[(>]) = A[¢>*]. Die Elemente von I

haben die Form (g 7; und werden der Einfachheit halber mit 4 bezeichnet.
Definiere ot ( ) 7& d

O 0 un
Definiere

Sty = {v € X | pe(Frob,) € Uy }.
Nach Konstruktion gilt
={veX | Kkylp €W}

Theorem 4.1.1. Fiir jede Teilmenge W von A[(>°] hat die Menge Sy, die
Dirichlet Dichte p(Uw).

Beweis. Definiere

Vn::{'yEFg

det(y —id) # 0 und
(y—id)™' =0 mod ¢ [~

Bezeichne mit p/ das normierte Haar-Mass auf I'y mit Gesamtvolumen 1.
Definiere
Z ={yel,| det(y—id) = 0}.

Dies ist eine konjugationsinvariante, analytische Untervarietdt kleinerer Di-
mension. Somit gilt nach Serre [11]

W(Z)=0.
Nun kann man I'; \ Z durch die Mengen V,, ausschépfen

I\ Z=JVa

n>0

Definiere Uy, := Uw N (fg NV, x Tg(A)). Dann kann man Uy, ausschopfen

Uw = | Uwa-

n>0
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Lemma 4.1.2. Die Menge Stabg (Uw,,) ist offen.
Beweis. Sei y € GLyy(Z,) mit
det(y —id) # 0 und (y —id)"' =0 mod ¢ ",
und sei & € GLg,(Z,) mit § =id mod ¢**. Dann folgt
76 —id =~ —id mod £*",
und somit

(v —id)"Hyd —id) = "(y—id)"}(y —id) mod ¢*"
= ("id mod /*".

Also gibt es ein u € GLy,(Z,) mit v =id mod ™ und
" (y —id) (0 — id) = "u.

Daraus folgt det(dy —id) # 0.

Aus der Eigenschaft « = id mod (" folgt v~ = id mod ¢". Nach Vor-
aussetzung erfiillt v die Bedingung (v —id)™' = 0 mod ¢=™. Alles in allem
hat man also

Ny —id)™

-
= (y—id)™" mod 1.

(v6 —1id)™

Es gilt also
[N {0 € GLoy(Z¢) | 6 =id  mod 2"} x £"T,(A) C Stabg, (Unn).
Somit ist Stabg (Uw,,) offen. O

Nehme nun eine offene normale Untergruppe A von I, die in Stabz, (Uw;n)
liegt. Nach Galois-Theorie ist der Quotient fg/ A die Galois-Gruppe einer

endlichen Erweiterung L von K in K. Betrachte die Quotientenabbildung
7m: 1y — Gal(L/K). Dann gilt

Upn =7 N7 (Uwn)).

Somit hangt die Eigenschaft py(Frob,) € Uy, nur von m(pe(Frob,)) ab. Auf
die endliche Korpererweiterung L/K kann man nun den Cebotarevschen
Dichtigkeitssatz anwenden und erhélt, dass die Menge Sy, die Dirichlet
Dichte u(Uyw,,) hat.

Die Menge {§ € Ty | det(y —id) = 0} ist eine konjugationsinvariante,
analytische Untervarietét kleinerer Dimension. Daraus folgt nach Serre [11]
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u({7 € T | det(y — id) = 0}) = 0. (5)

Nach Konstruktion hat man Uy, ausgeschopft durch Uy = UnZO Uw .-
Deshalb gilt

n(Uw) = lim p(Uw,p). (6)

n—oo

Bezeichne mit W das Komplement von W in A[(*]. Aus (5) folgt

w(Uw) + 1(Usy) = p(Uw L Uyr) = p(Upyyy) = 1. (7)

Bezeichne die untere Dirichlet Dichte mit 0, die obere Dirichlet Dichte
mit ¢ und die Dirichlet Dichte mit 4. Fiir alle n > 0 hat man §(Sy,,) >
0(Svy..) = 1(Uw,n). Daraus folgt mit (6)

(Svy ) = 1(Uw).

Analog gilt 6(Su.) > p(Uyp). Diese Aussage ist wegen (7) dquivalent zu

(St ) < n(Uw).
Daraus folgt nun 6(Sy,, ) = w(Uw). O

Man kann also die Dirichlet Dichte mit dem Haar-Mass ausdriicken. Da-
mit kann man auch die Eigenschaften des Haar-Masses benutzen und erhélt
das folgende Resultat.

Korollar 4.1.3. Die Dirichlet Dichte von Sy, st o-additiv in W.

Bemerkung. Es ist klar, dass die Dirichlet Dichte additiv ist in W fiir
eine endliche disjunkte Vereinigung. Es ist aber a priori iiberhaupt nicht
offensichtlich, dass sie sogar o-additiv ist.

4.2 Positive Dichten

In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, welche Sy, eine positive
Dichte haben. Dazu seien @, A und B wie oben. Bezeichne mit S die endliche
Menge von Stellen, an denen A schlechte Reduktion hat oder v|¢ gilt. Fiir
Dichtigkeitsaussagen kann man S vernachlissigen.

Sei b € B[¢*]. Nehme eine spezielle Spaltung von (1) und definiere

U := {7 € I'y|det(y — id) # 0}.
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Diese Menge ist offen in I';. Die Abbildung
U— Alt™], 7 — m((y —id)"'n)
ist stetig und somit lokal konstant. Also ist die Menge

det(y —id) # 0 und }

Us = {i ¥ m((y —id)™'n) = b

offen in T'y.
Lemma 4.2.1. Die Menge U, ist nicht leer.
Beweis. Es gilt

A[e=) = Vi(A) /To(A).

Nach Definition ist 7, die Abbildung V,(A) — Vi(A)/T,(A). Also geniigt es
zu zeigen, dass das Bild der Abbildung

U — Vi(A), (3 7}) — (y—id)"n

die Menge V;(B) umfasst. Es geniigt, diese Aussage nach Ersetzen von K
durch eine endliche Erweiterung zu zeigen. Mit Satz 2.2.2 kann man also

annehmen, dass
= (I'y Ny
= )

gilt. Dann geniigt es zu zeigen, dass

viB) = J  G-idT'V
vely
det(y—id)#£0

gilt. Nach Theorem 2.2.1 ist N, offen in T;(B). Somit gibt es ein k € Z mit
ngg(B) C N,.

Sei v ¢ S, und sei s € N. Fiir jedes hinreichend divisible m erfiillt dann
v := pe(Frob,)™ die Bedingung v =id mod ¢°.
Fiir dieses v gilt dann

(’)/ — ld)Tg(B) C KSTZ(B) - gsirkNg.

Daraus folgt .
"5Ty(B) C (y —id) " Ny

Jetzt lasst man s gegen unendlich gehen. Il
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Theorem 4.2.2. Seib € B[(*]. Dann hat die Menge Sy, die Dirichlet Dichte
w(Up), und diese Dichte ist positiv.

Beweis. Nach Theorem 4.1.1 hat die Menge Sy, die Dirichlet Dichte u(U,).
Aus Lemma 4.2.1 folgt nun, dass u(U,) > 0. O

Bemerkung. In Theorem 4.2.2 wird eine Aussage tiber die Dichte von Sy,
fiir b € B[(>°] gemacht. Es ist klar, dass nur solche b als Reduktionsabbildun-
gen auftreten konnen. Fiir a € A[(>®]\ B[(*] gilt Sy, = @.

Korollar 4.2.3. Sei k > 0 eine ganze Zahl. Dann hat die Menge der Prim-
stellen v & S, an denen der (-Anteil der Reduktion von A Exponent (* hat,
etne positive Dirichlet Dichte.

Beweis. Nehme in Theorem 4.2.2 ein Element b der Ordnung ¢*. Dann hat
die Menge aller Primstellen v mit x,|y= b eine positive Dirichlet Dichte. Fiir
diese Stellen gilt somit (*x,|,= 0. O

Man kann sich jetzt natiirlich fragen, welche Dichtigkeitsaussagen im Zu-
sammenhang mit der Zyklizitdt des /-Anteiles der Reduktion von A gelten.

Beispiel. Sei A’ eine abelsche Varietdt iiber einem Zahlkorper K, und sei
a’ € A(K) ein Punkt unendlicher Ordnung. Definiere

A=A x A", und A := Zad' x Zad'.

Dann ist das Reduktionsverhalten in beiden Faktoren dasselbe. Also ist der
(-Anteil der Reduktion von A genau dann zyklisch, wenn er trivial ist. Zudem
ist die Ordnung des ¢-Anteiles der Reduktion von A immer eine Quadratzahl.

Dieses Beispiel zeigt, dass man im allgemeinen nicht sagen kann, dass
der /-Anteil der Reduktion von A mit positiver Dichte zyklisch von einer
gegebenen Ordnung ist. Ebenso kann man nicht sagen, dass die Ordnung des
(-Anteiles mit positiver Dichte eine bestimmte Zahl ist, da nicht immer alle
Zahlen auftreten kénnen.

4.3 Quantitatives Verhalten

In diesem Abschnitt geht es um das quantitative Verhalten der Dichten eini-
ger bestimmter Mengen. Betrachte die Kompositionsabbildung

P\ {5 €Ty | det(y —id) =0}~ Vi(A) — Vi(A)/Ty(A)
F=(v,n) — (y—id)'n.

27



~ Sei X eine Teilmenge von Vi(A)/T,(A). Dann ist X das Bild einer Menge
X C Vy(A) mit ) ) )
X +T,(A)=X.
Nun méchte man vol (ail(f( )) bestimmen. Definiere fiir m € Z
Ty ={7€T,|vy=id mod (™}.
Die Gruppe Iy ist offen in I'y x Tg(B) Deshalb gibt es ein m € Z mit
f‘gym = F&m X EmTAB) C fg.

Die Gruppe f‘@m hat endlichen Index in f‘é. Also gibt es ein s € Z und
Elemente 41 = (71, n1),...,%s = (7s, ns) € I'y mit

[ = H:Yifé,m-
i=1
Man hat also

vol ( ) Z vol ( )N %fg,m) )

Fiir ein festes i € {1,..., s} hat man

1/ ~ T
vol <a (X)n 'y,l“gm Lere / net™Ty(B) dn dry
(yivy—id)~ (72”+"1) ex

= - dn d
/vel“e,m/ neern®)

Yin+n; €(viy—id)(X)

= _ dn d
/vere,m/ net™T,(B) nay

ne(y—y; NX)—y; 'ni

= / vol (zng(B) N ((v =~ H(X) —vflm-)) dy.
QISR

Nun kann man versuchen, fiir bestimme Mengen X diese Integrale zu
bestimmen. Dazu sei k € Z. Definiere

X = g_kTg(A).
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Wenn v, 'n; & (" Ty(B) + (v — v, )¢ ~*Ty(A) gilt, hat man
vol <£ng(B) N ((y = 47 Y rT(A) — fy{lni)> ~0.
Wenn 7; 'n; € 0"Ty(B) + (v — ~; ) FTy(A) gilt, hat man
vol (€7 T (B) 0 (v =77 HEFT(A) =77 i) ) = vol (£°Tu(B) 1 (3 = 27 )EHTu(A))

Definiere )
t := Rang (T;(A)).

Damit erhalt man im zweiten Fall

vol (zng(B) Ny — ygl)g—m(!x)) = fRtyol (ek“m(f;) Ay — 'yi_l)Tg(A))

gkt
[To(A) : t++mTy(B) N (v — 77 HTu(A)]

Das Bestimmen der obigen Integrale fiihrt zu ziemlich komplizierten Be-
rechnungen, die den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden. Als Beispiel
wird hier noch der einfachste Fall einer semiabelschen Varietét, also der Fall
der multiplikativen Gruppe, untersucht. Dann gilt ¢ = 1 und

Ty C Z; x Zy.

Die Bedingung
Vi 0L+ (y = )L

ist dann dquivalent zu
n; & ("% + (v — ;7 L.
In diesem Fall gilt wieder
vol <€mZZ N((v— NIR T, — vi_lni)) =0.
Wenn n; € (™Z + (v — ;' )*Z, gilt, hat man
vol (eng A ((y =)z, - ’y;lni)> — ol (zng Ny — 7;1)6—%)

! (z“mze Ay — 7;1)25).
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Der Vorteil in diesem Beispiel ist nun, dass von den beiden Moduln ¢¥+™7Z,
und (v — ; !)Z, immer einer in dem anderen enthalten ist. Deshalb gilt

vol (EmZg N ((7 — i he 'z, - %_lm)) = (Fmin{¢*", h - %—1|z}‘

Alles in allem hat man also fiir die ¢ € {1,...,s} mit n; € ("Z; + (y —
v, 1)¢*7Z, die folgenden Gleichungen

/ vol ([mng ((’yf'yi_l)E*ngf'yi_lm)) dvy = / min{¢™"™, ok ‘fy — 'yi_l|é} dr.
YEL 4, m YET ¢, m

Im Fall der multiplikativen Gruppe gilt

Fé,m =1+0"7,.
Indem man nun vom normierten Haar-Mass auf I'y,, zum normierten addi-
tiven Haar-Mass auf Z, tibergeht, éndern sich die Ausdriicke um eine von ¢
unabhingige Konstante a. Die Bedingung n; € (™Zy + (y — ~; ) ){~*Z, wird
dann zu n; € (MZ; + (1 + Mz — ;' )0~*Z,. Also hat man

Z z

vol £MZ,N (y— 7;1)67]“2@ - vi_lni dy=a min{¢~™, ¥ 140z — 71-_1 } dx.
YE e, m z€Zy 4

Jetzt muss man zwei Falle unterscheiden. Zunéchst betrachtet man die
ie{l,...,s} mit 3, Z1 mod ™. Fiir diese ; gilt

1—71#0 mod (™.
Also ist die Bedingung n; € ™Z; + (1 + {™x — ~; )(~*Z, dquivalent zu
ng € ("% + (1 — 7O "2y,
und somit unabhéngig von x. Dies ist gleichbedeutend mit
OFn; € (577, 4 (1 — v Zy.
Danun 1 —~; ! #0 mod ¢™ gilt, hat man
("7 C (1=~ HZ.

Also ist die obige Bedingung fiir £ > m — 1 erfiillt. Fiir k£ hinreichend gross
gilt natiirlich
min{¢™™, (* 11— ’yi_1|£} =0
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Alles in allem gilt also fiir die @ € {1,...,s} mit 3, Z 1 mod ¢™ und fiir k
hinreichend gross

/ vol (ﬁmZg N ((y =" "2 - 'y;lni)) dy=df™m (8)
Y€ em

fiir Konstanten c;.

Als néchstes betrachtet man die i € {1,...,s} mit 3, = 1 mod ¢™. Fiir
diese 7; kann man ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
v = 1 gilt. Die Bedingung n; € (™Z; + (1 + (Mx — ;' )~*Z; ist dann
dquivalent zu

n; € "%y + gm_ng,

was fiir £ > m erfiillt ist. Also hat man fiir £ hinreichend gross

a/ min{¢~", * |1+ "z — ”yi_l|g} = a/ min{¢~"™, 0" |0"x|,} dx
T€Zy T€Zy

= aﬁ_m/ min{1, ¢*|z|,} dx
T€Zy

e T : _
= af Z T min{1, ¢*7}
=0

—m k—1 00
- 9 5_ /-1 (Z 7 + ZE%_%)
=0 =k

g 1—£—k+ ¢k
B U N O S

= b+l

fiir eine Konstante ¢.
Jetzt muss man noch iiber die ¢ summieren. Mit (8) folgt dann, dass es
Konstanten b und ¢ gibt, sodass fiir & hinreichend gross gilt

vol (ml(e-%)) = b+ cl*,
Da hier mit dem normierten Haar-Mass gerechnet wurde, gilt

lim vol (a—l(e—%)) — 1.

k—oo

Also muss
b=1, und ¢ <0
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gelten. Definiere ¢ := —¢. Damit erhélt man fiir die multiplikative Gruppe
das folgende Resultat.

Satz 4.3.1. Es gibt eine Konstante c, sodass fiir k hinreichend gross gilt
vol (orl(e—kzg)> —1 -l

Beweis. Die Behauptung folgt aus den obigen Ausfithrungen. n

Bemerkung. Die Tatsache, dass von den beiden Moduln £**™Z, und (v —
v, 1)Z; immer einer in dem anderen enthalten ist, erlaubt es, die Berechnun-
gen im Fall der multiplikativen Gruppe ziemlich direkt durchzufiihren. Im all-
gemeinen Fall muss man aber mit den Moduln £"T,(A) und (y—v; 1 )¢~*T,(A)
arbeiten. Fiir diese Moduln gilt aber nicht mehr, dass immer einer in dem
anderen enthalten ist. Dadurch wird es ziemlich kompliziert, den Ausdruck

vol (Eng(fl) N(y— 72-_1)6*'“%(/1)) zu bestimmen.
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