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1 Einleitung

Das Hauptziel dieser Bachelorarbeit ist es, pro-endliche Gruppen zu definieren und deren Eigen-
schaften zu studieren. Hierbei handelt es sich um topologische Gruppen, die kompakt und total
unzusammenhéngend sind. Pro-endliche Gruppen kommen in vielerlei Situationen vor. Das ein-
fachste Beispiel sind diskrete, endliche Gruppen. Ein weniger triviales Beispiel sind die p-adischen
ganzen Zahlen Z,. Man erhilt sie dadurch, dass man Z beziiglich eines nicht-archimedischen
Absolutbetrages ||, : Z — Q metrisch vervollstandigt. Es existiert jedoch auch eine algebraische
Konstruktion der p-adischen ganzen Zahlen als projektiver Limes, némlich Z,, = @mem Z./p"m7.
Der projektive Limes ist ein kategorientheoretisches Konzept, welches wir im Verlauf dieser
Arbeit einfithren und anschliessend fortlaufend verwenden werden. Auf die p-adischen Zahlen
werden wir in den Anwendungen genauer eingehen.

Ein weiteres wichtiges Beispiel von pro-endlichen Gruppen, welches wir jedoch nicht weiter
behandeln werden, sind die Galoisgruppen. Hierzu betrachtet man eine nicht notwendigerweise
endliche Galoiserweiterung L/K. Man definiert nun auf Gal(L/K) die grébste Topologie, so dass
die kanonischen Restriktionshomomorphismen

Gal(L/K) — Gal(M/K)

stetig sind fiir simtliche in L liegenden, endlichen Galoiserweiterungen M /K, wobei die endli-
chen Gruppen Gal(M/K) mit der diskreten Topologie versehen werden. Weiter zeigt man (vgl.
[3], Kapitel 4.2), dass Gal(L/K) mit dieser Topologie eine pro-endliche Gruppe ist. Man kann
sogar zeigen, dass Gal(L/K) = lim Gal(M/K) gilt. Dies gestattet es in bestimmten Féllen, die
Galoisgruppe explizit zu berechnen; ist beispielsweise I ein endlicher Kérper und I ein algebrai-
scher Abschluss, dann kann man mit dieser Formel zeigen, dass Gal(IF/IF) isomorph zu [1,Zp, ist
(vgl. [3], Theorem 11). Interessant ist auch, dass ein Analogon des Hauptsatzes der Galoistheo-
rie iiber endliche Galoiserweiterungen gilt; es stehen ndmlich die abgeschlossenen Untergruppen
von Gal(L/K) in Bijektion mit den Zwischenkorpern von L/K. Dieses Beispiel unterstreicht die
Relevanz von pro-endlichen Gruppen.

Da der Begriff der topologischen Gruppe zentral fiir diese Arbeit ist, werden wir diesen zu Be-
ginn definieren und wichtige Eigenschaften beweisen, die fiir den restlichen Teil der Arbeit die
Grundlage bilden. Danach werden wir den projektiven Limes zunéchst in allgemeinen Kategorien
einfithren und anschliessend in den fiir uns interessanten Kategorien — das sind z.B. topologi-
sche Gruppen — weiter behandeln. Damit sind wir dann in der Lage, pro-endliche Gruppen als
Spezialfille von pro-¢ Gruppen einzufiihren und dquivalente Definitionen herzuleiten. Anschlie-
ssend behandeln wir pro-endliche Komplettierungen einer allgemeinen Gruppe. Wir definieren
solche durch eine universelle Eigenschaft und zeigen die Eindeutigkeit (bis auf Isomorphie) sowie
eine explizite Darstellung als projektiver Limes. Dies ist wichtig fiir den folgenden Anwendungs-
teil, in welchem wir insbesondere zeigen werden, dass die pro-endliche Komplettierung von Z
isomorph zu Hp Z, ist. Im letzten Kapitel beschreiben wir das Kongruenzuntergruppenproblem.
Hierbei geht es, vereinfachend gesagt, um die spezielle lineare Gruppe SL;,(Z) und deren Kom-
plettierung. Konkret untersucht man hierbei, ob jede Untergruppe von SL,(Z), die endlichen
Index hat, eine der Untergruppen I'(m), m € IN* enthilt, wobei I'(m) die Menge aller Matrizen
in Z™*™ bezeichnet, die kongruent zur Einheitsmatrix modulo m sind. Ist n > 3, dann trifft
dies tatséchlich zu. Wir werden in diesem Kapitel den Fall n = 2 untersuchen und zeigen, dass
Gegenbeispiele existieren, d.h. die Aussage des Kongruenzuntergruppenproblems nicht zutrifft.
Voraussetzung fiir das Verstdndnis dieser Arbeit sind Grundkenntnisse in Algebra und mengen-
theoretischer Topologie.
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2 Topologische Gruppen

Fiir die ganze Arbeit spielt der Begriff der topologischen Gruppe eine fundamentale Rolle. Zu
diesem Zweck repetieren wir hier kurz die grundlegendsten Ergebnisse. Beginnen wir mit der
Definition.

Definition 2.1. Eine Gruppe G zusammen mit einer Topologie, so dass die Abbildung von
G x G (versehen mit der Produkttopologie) nach G gegeben durch (z,y) +— zy~! stetig ist,
bezeichnet man als topologische Gruppe. Die topologischen Gruppen zusammen mit den stetigen
Gruppenhomomorphismen bilden eine Kategorie.

Ist R ein Ring auf welchem eine Topologie definiert ist, so dass (R, +) eine topologische Gruppe
ist und die Ringmultiplikation R x R — R stetig ist, heisst ein topologischer Ring. Die topolo-
gischen Ringe zusammen mit den stetigen Ringhomomorphismen bilden eine Kategorie.

Die wichtigsten Eigenschaften topologischer Gruppen sind in dem folgenden Satz zusammenge-
stellt. Wir erinnern daran, dass ein topologischer Raum total unzusammenhdingend heisst, wenn
jede Zusammenhangskomponente aus genau einem Element besteht.

Satz 2.2. Sei GG eine Gruppe zusammen mit einer darauf definierten Topologie. Dann gilt die
folgende Aussage:

(i) G ist genau dann eine topologische Gruppe, wenn die Multiplikation G X G — G, (z,y) —
2y und die Inversion G — G , x — ! stetig sind. Die Inversion ist dann ein Homomor-
phismus.

Ist G mit dieser Topologie zusétzlich eine topologische Gruppe, dann gelten weiter:

(ii) Fiir jedes g € G sind die Abbildungen = — zg und x — gz von G nach G Homdomorphis-
men.

(iii) Ist H eine offene (resp. abgeschlossene) Untergruppe von G, so ist jeder Orbit gH bzw.
Hg von H offen (resp. abgeschlossen) in G.

(iv) Jede offene Untergruppe von G ist abgeschlossen und jede abgeschlossene Untergruppe
von endlichem Index ist offen. Ist G kompakt, dann hat jede offene Untergruppe endlichen
Index.

(v) Die Topologie von G ist bereits durch eine Umgebungsbasis des Einselements festgelegt.
(vi) Ein Homomorphismus ist genau dann stetig, wenn er im Einselement stetig ist.

(vii) Ist H eine Untergruppe bzw. K < G eine normale Untergruppe, dann ist H mit der Teil-
raumtopologie bzw. G/K mit der Quotientenraumtopologie wiederum eine topologische
Gruppe. Die Quotientenraumabbildung 7 : G — G/ K ist offen.

(viii) G ist genau dann hausdorffsch, wenn {1} eine abgeschlossene Menge von G ist. Fiir eine
normale Untergruppe K < G ist der Quotient G/K genau dann hausdorffsch, wenn K
abgeschlossen in G ist. Wenn G total unzusammenhéngend ist, ist G hausdorffsch.

(ix) Sei G kompakt und seien Xj,i € I abgeschlossene Teilmengen von G mit der Eigenschaft,
dass fiir alle 7,5 € I ein k € I existiert mit X;; C X; N Xj. Ist Y eine abgeschlossene
Teilmenge von G, dann ist Y ((;c; Xs) = ;e Y X



Beweis. Wir bezeichnen mit g die Funktion G x G — G, (x,y) — xy L.

(i) Sind sowohl Multiplikation als auch Inversion stetig, so ist auch ¢g als Verkettung der
stetigen Funktion (z,y) ~ (z,y ') mit der Multiplikation stetig. Sei umgekehrt ¢¢ stetig. Die
Inversion ist gegeben durch Verkettung der stetigen Funktionen z — (1,z) und ¢g, und ist
somit stetig. Damit ist auch die Multiplikation, die sich als Verkettung von (z,%) > (z,y~ 1)
und g darstellen ldsst, stetig. Da das Inverse der Inversion die Inversion ist, muss sie ein
Homoomorphismus sein.

(ii) Der Homomorphismus pg : « +— xzg ist die Komposition der stetigen Abbildung = +—
(x,g) und der Multiplikation. Da letztere nach (i) stetig ist, ist auch p4 stetig. Dass die inverse
Funktion = — zg~! stetig ist, zeigt man mit dem selben Argument. Insgesamt ist somit fig €in
Homoéomorphismus. Die zweite Behauptung folgert man analog.

(iii) Dies folgt unmittelbar aus (ii).

(iv) Sei H eine Untergruppe von G. Es gilt dann G\H = {J e\ g gH . Somit ist wegen (iii) H
abgeschlossen, wenn H offen ist. Sei jetzt H abgeschlossen mit endlichem Index. Dann ist G\ H
die Vereinigung von endlich vielen Orbiten, die nach (ii) alle abgeschlossen sind. Somit ist H
offen. Nun sei G kompakt und H offen. Die geméss (iii) offenen Orbite gH definieren eine offene,
disjunkte Zerlegung von G. Da G kompakt ist, ist diese Zerlegung endlich und somit ist auch
der Index von H endlich.

(v) Die Funktion p, aus (ii) ist ein Homomorphismus und bildet Umgebungsbasen des Eins-
elements auf Umgebungsbasen von f4(1) = g ab. Die Topologie ist aber durch Umgebungsbasen
aller Punkte schon eindeutig bestimmt.

(vi) Sei f : G — G’ ein Homomorphismus von topologischen Gruppen, der im Einselement
stetig ist. Wegen (ii) ist dann G — G — G’ — G,z +— xg ' — f(xzg™') — flzg ) f(g9) = f(z)
als Verkettung von in g bzw. in 1 bzw. in f(1) stetigen Funktionen stetig in g. Also ist f {iberall
stetig.

(vii) Die Aussage iiber H ist klar. Sei V offen in G. Nach (iii) ist Vk fiir jedes k € K offen
und somit ist auch VK offen. Mit 7=(m(V)) = VK folgt, dass 7(V) offen in G/K ist. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass g/ k stetig ist. Dazu sei U offen in G/K und (w1 K, w2K) €
gp&}K(U). Da 7 und ¢g sowie deren Verkettung (z,y) — xy 'K stetig sind, existieren offene

Umgebungen Wy, Ws von wy, we, so dass W1W2_1 C 7~ Y(U). Weil 7 offen ist, ist m(W7) x 7(Ws)
offen Umgebung von (w1 K, w2K) in G/K x G/K. Da diese Menge in ga&}K(U) liegt, folgt die
Behauptung.

(viii) Einelementige Mengen, insbesondere {1}, sind in Hausdorffriumen abgeschlossen. Sei
umgekehrt {1} abgeschlossen in G. Fiir zwei unterschiedliche Punkte a,b in G ist die Menge
{a='b} gemiiss (iii) abgeschlossen. Daher existiert eine offene Umgebung U von 1, die a~1b nicht
enthilt. Da goal(U ) offen ist, gibt es offene Umgebungen V, W von 1 mit VW ! C U. Wegen
a~'b ¢ VIW—list aVNbW = (). Da aV, bW offene Umgebungen von a, b sind, ist G hausdorffsch.
Die zweite Aussage ist eine Konsequenz der ersten Aussage und der Definition der Quotienten-
topologie. Die dritte Aussage folgt, da Zusammenhangskomponenten stets abgeschlossen sind.
(ix) Offensichtlich ist Y (N;c; Xi) € Nie; Y Xi. Falls g ¢ Y(N;ep Xo), ist Y g N (Mg Xi) =0
und weil G kompakt ist, sowie Y ~'g und X; abgeschossen sind, gibt es Indizes iy,...i, € I
mit Y 'g N X;, N...NX; = (. Wegen der Voraussetzung findet man induktiv ein k& € I mit
X C X N...NnX;,, was g ¢ Y X, impliziert. O
Bemerkung 2.3. Sind G; fiir i € I topologische Gruppen, dann ist auch [],.; G; eine topologi-
sche Gruppe zusammen mit der punktweisen Verkniipfung und der Produkttopologie, wie man
sofort nachpriift.
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Lemma 2.4. Sei G eine kompakte topologische Gruppe. Weiter sei K eine offene und ab-
geschlossene Teilmenge von G, die das Einselement beinhaltet. Dann gibt es eine offene und
normale Untergruppe von G, die in K enthalten ist.

Beweis. Fiir jedes z € K ist die Menge W, := Kz~ ! eine offene Umgebung von 1, so dass
Wex C K. Da die Multiplikation G x G — G stetig ist, gibt es offene Umgebungen L., R, von
1, so dass das Bild von L, x R, in W, liegt, also L, R, C W,. Wir setzen S, := L, N R,.
Es gilt S,S, € W, und S, ist offen. Da K kompakt ist, besitzt die Uberdeckung der offenen
Mengen KNS,z,x € K eine endliche Teiliiberdeckung, etwa K C U;'L:1 Sz ;5. Der Durchschnitt

S := (1 Sz, ist offen und beinhaltet 1. Wir erhalten

SK C | JSSa; € | Waya; CK (1)

und schliessen S C K. Offensichtlich ist 7' := S N S~! offen, und es gilt 7~! = T sowie 1 € T.
Wir definieren T := 1 und fiir n > 1 induktiv 7" := 7"~ 'T und erhalten so eine Untergruppe
H :=|]J,-(T" von G. Da H eine Vereinigung von Mengen der Form yT fir y € G ist, muss H
offen sein. Nach (1) gilt 7' C K, was induktiv 7" C K fiir alle n > 0, also insbesondere H C K
impliziert. Da G kompakt ist, ist der Index von H endlich nach Satz 2.2 (iv). Die Abbildung
G/H — {gHg™'; g € G}, gH — gHg™ "' ist wohldefiniert; denn aus gH = kH folgt g = kh
fiir ein h € H, wonach gHg™' = khHh™'k™! = kHk™! gilt. Da diese Abbildung surjektiv ist,
ist die Anzahl von zu H konjugierten Untergruppen endlich. Daher definiert ) e gHg™! die
gewiinschte offene und normale Untergruppe, die in K enthalten ist. 0

Lemma 2.5. Seien X ein kompakter Hausdorffraum, x € X, sowie A der Durchschnitt al-
ler Teilmengen von X, die z enthalten und offen sowie abgeschlossen sind. Dann ist A zu-
sammenhéngend. Ist zusétzlich X total unzusammenhéingend, dann ist jede offene Menge eine
Vereinigung von Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Beweis. Da z € A, ist A # (). Sei A = C U D fiir offene, disjunkte Teilmengen C, D von A.
Weiter sei {K; ; i € I} die Menge aller offenen und abgeschlossenen K; mit = € K;. Da C' und
D abgeschlossen in A und somit auch in X sind, finden wir, da der gegebene Raum Ty ist, offene
Umgebungen U und V von C' und D mit U NV = (). Da der Durchschnitt (U U V)N, K;
leer ist, existieren Indizes i1,...,i, mit (UNV)°NK;; N...NK;, = 0. Daher ist die Menge
I:= K; N...NK;, in UUV enthalten. Die Mengen INU und INV definieren eine offene Zerlegung
der offenen und abgeschlossenen Menge I, sind somit also auch offen sowie abgeschlossen. Sei
jetzt 0.B.d.A. € U. Dann ist A C INU, also D C ANV CUNV = (. Somit ist A
zusammenhéngend.

Sei jetzt X zusétzlich total unzusammenhéngend. Die Menge U sei offen und = € U. Es geniigt
eine Teilmenge von U zu finden, die sowohl offen als auch abgeschlossen in X ist, und die z
enthélt. Nach dem eben Bewiesenen gibt es fiir jedes y € X\{z} eine offene und abgeschlossene
Menge Fy mit z € F,, und y ¢ F,. Da X die Vereinigung von U und den offenen Mengen X\ F,
ist, gibt es Indizes y1,...,y, mit X = U U (X\F,,)U...U (X\Fy,). Daher liegt £, N...NF,,
in U, beinhaltet x und ist offen sowie abgeschlossen. O

Proposition 2.6. Sei G eine kompakte und total unzusammenhéngende topologische Gruppe.
Dann gilt:

(i) Jede offene Teilmenge von G ist die Vereinigung von Orbiten von normalen, offenen Un-
tergruppen.



(ii) Der Durchschnitt aller offenen, normalen Untergruppen ist die triviale Gruppe.

Beweis. (i) Nach Satz 2.2 (viii) ist G hausdorffsch. Sei U eine offene Teilmenge von G und sei
x € U. Dann ist 27U offen und enthélt die Eins. Nach Lemma 2.5 beinhaltet 271U eine offene
und abgeschlossene Teilmenge K mit 1 € K, welche wiederum wegen Lemma 2.4 eine offene,
normale Untergruppe N, enthélt. Somit ist U = |,y 2N

(ii) Sei D :=({N ; N<G,N offen}. Wir miissen also zeigen, dass D C {1}. Hierzu sei y ¢ {1}.
Da {1} abgeschlossen ist, gibt es eine offene, zu 1 disjunkte Umgebung von y. Nach (i) existiert
daher eine offene, normale Untergruppe N < G mit 1 ¢ yN. Somit gilt auch y ¢ N, was y ¢ D
bedeutet. O

3 Projektiver Limes

Fiir die Definition von pro-endlichen Gruppen benétigen wir als Hilfsmittel den projektiven
Limes. Diesen werden vor allem bei Gruppen und topologischen Rdume brauchen. Der projektive
Limes lasst sich jedoch in jeder beliebigen Kategorie einfithren, was wir im Folgenden tun werden.
Fiir eine partiell geordnete Menge I seien X, i € I, Objekte aus einer festen Kategorie ¢ (z.B.
Gruppen, topologische Rdume, topologische Gruppen, Ringe, topologische Ringe, Moduln).

Definition 3.1. Ein projektives System (X;, pij, I) besteht aus einer partiell geordneten Index-
menge I, einem Objekt X; aus der Kategorie %" fiir jedes 7 € I sowie Morphismen ¢;; : X; — X
fir alled, j € I, j <1, so dass p;; = idx; fiir jedes 7 € I und pjrop;; = @ fiir simtliche k < j <
gilt.

Definition 3.2. Sei (Xj, ¢;j,1) ein projektives System. Weiter sei Y ein weiteres Objekt der
gegebenen Kategorie J£ . Ist zu jedem ¢ € I ein Morphismus 9; : Y — X; gegeben, so heissen
diese Morphismen vertrdglich, wenn fiir alle ¢, 57 € I mit j < i die Beziehung ¢;; o ¥; = 1; gilt.

Definition 3.3. Ein projektiver Limes (X, ¢;) eines projektiven Systems (X, ¢;;, I) besteht aus
einem Objekt X € J# und vertriiglichen Morphismen ¢; : X — X fiir i € I, so dass die folgende
universelle Eigenschaft gilt: Fiir jedes Objekt Y € £ und zugehorige vertrigliche Morphismen
¥; Y — X; mit ¢ € I existiert genau ein Morphismus ¢ : Y — X mit ¢; oy = 4; fiir alle ¢ € I.

Die Definition des projektiven Limes wird durch die Kommutativitidt des folgenden Diagramms
verdeutlicht.

Definition 3.4. Eine Menge I bezeichnen wir als gerichtet, wenn sie partiell geordnet ist, und
wenn fiir alle 4, j € I ein Element k € I existiert mit 4,5 < k.

Bemerkung 3.5. Manche Autoren definieren den projektiven Limes nur im Fall, wo I gerichtet
ist. Fiir die in diesem Kapitel vorgestellten grundlegenden Eigenschaften des Limes in abstrakten
Kategorien ist diese Einschrankung unnétig. Wir werden sie erst im néchsten Kapitel benotigen.
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Bemerkung 3.6. Seien (Xj, ¢;j,I) ein projektives System mit Limes (X, ;) und Y € 7. Ist
p:Y — X ein Isomorphismus in der Kategorie ", dann ist auch (Y, ¢; o p) ein projektiver
Limes von (Xj, @i, I).

Im Folgenden werden wir einen projektiven Limes eines projektiven Systems (X, 5, I) entweder

mit lim(X5, ¢;5, I) oder lim._ X; oder einfach mit lim X; bezeichnen. Fiir eine beliebige Kategorie
. . . ZGI . . .

braucht der projektive Limes nicht zu existieren.

Beispiel 3.7. Wir betrachten eine Sequenz von Morphismen aus der Kategorie J#~ der endlichen
Gruppen, namlich

Pn+2 Pn+1 Pn P3

Gn+1 G" GQ p2 G7

wobel G € # mit card(G) > 2 und die p, durch (my,...,my) — (M1,...,my_1) fiir n > 2
gegeben sind. Offenbar definiert dies ein projektives System (G, ¢pnm, N*) von endlichen Grup-
pen, wenn man Qpy, = Pm+l O - O Pp SOWIE Oy = idgm fir 1 < m < n setzt. Jedoch
existiert kein projektiver Limes in dieser Kategorie, was wir jetzt zeigen wollen. Wir nehmen
hierzu indirekt an, der projektive Limes (X, ¢,) = lim _ G" wiirde existieren. Fixiere [ € IN*

und definiere fiir jedes n > 1 einen Homomorphismus 1), : G — G™ wie folgt: Fiir | < n setze
Up 2 (my,...,my) — (my,...,my,0,...,0) und sonst ¥, : (mq,...,m;) — (m1,...,my,). Da die
Morphismen ,, mit dem System (G",@pm, IN*) vertriglich sind, existiert ein Gruppenhomo-
morphimus 1 : G — X, so dass ¢, 01 = 1, fiir alle n > 1 gilt. Da 1, fiir [ < n injektiv ist,
ist auch 1 injektiv und wir schliessen 2! < card(G!) < card(X). Da [ beliebig war, widerspricht
dies der Annahme, dass X eine endliche Gruppe ist.

Die Existenz ist also nicht gewahrleistet. Jedoch gilt der folgende Eindeutigkeitssatz.

Satz 3.8. Der projektive Limes eines projektiven Systems (Xj, ¢;j,I) ist im Existenzfall ein-
deutig bestimmt in folgendem Sinn: Sind (X, ¢;) und (Y, ;) projektive Limiten des Systems
(Xi, @ij, 1), dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus ¢ : X — Y mit 1¢; o ¢ = ¢; fiir alle
1el.

Beweis. Seien (X, ;) und (Y, ;) projektive Limiten des Systems (Xj,¢;j,I). Da die Abbil-
dungen 1; : Y — X, vertriiglich sind, liefert die universelle Eigenschaft angewandt auf (X, ¢;)
einen eindeutigen Morphismus ¢ : Y — X mit ¢; o9 = 1) fiir sdmtliche ¢ € I. Vertauscht
man die Rollen von X und Y, erhélt man genauso die Existenz eines eindeutigen Morphismus
p: X — Y mit ¢; o p = ;. Somit gilt fiir die Funktion ¢ o ¢ und fiir beliebiges ¢ € I die
Gleichheit @; o (1 0 ¢) = ;. Da auch idx diese Gleichung erfiillt und weil (X, ;) projektiver
Limes ist, miissen die beiden Funktionen iibereinstimmen, also ¢ o ¢ = idx. Analog zeigt man
p o =idy. Insgesamt ist ¢ der gesuchte eindeutige Isomorphismus. 0

Seien jetzt (X, @i;, 1) und (X7, cp;-j, I) projektive Systeme iiber der gleichen partiell geordneten
Menge I und der gleichen Kategorie .#". Ein Morphismus © : (X;, pij, 1) — (X, cp;j, I) besteht
aus einer Menge von Abbildungen 0; : X; — X/ mit ¢ € I, die Komponenten von ©, so dass fiir
j <1 das Diagramm

©ij
XZ' 4>” Xj

o ]
90;3'

LR ¢



kommutiert, d.h. es gilt ; o p;; = cp;j o #;. Die Zusammensetzung von zwei Morphismen © :
(Xis pij, I) — (X, 955, 1) and W 2 (X[, 5, ) — (X', ¢}, 1) definiert man in kanonischer Weise;
die Komponenten von W o © : (X, ¢, I) — (X[, ]}, I) sind 1; 0 0; und es gilt tatséchlich (¢ o
0;)opij = o 90;]' 0f; = go;’] o (1; 06;). Damit erhalten wir die Kategorie der projektiven Systeme
iber der Kategorie J ', wobel die identische Abbildung idx, ,, 1) durch die Komponenten idy,
gegeben ist. Wir wollen jetzt zusédtzlich annehmen, dass in J# jedes projektive System einen
Limes besitzt. Somit kénnen wir (X, ¢;) := lim X; und (X', ¢}) := lim X/ setzen. Dann sind die
P P
Abbildungen 6; o ¢; : X — X vertriglich mit (X;, ¢};, 1), da ¢}; o (0; o ;) = 0; 0 p; gilt. Dies
induziert eine Abbildung

lim © : lim X; — lim X, (2)
— i —

welche bereits durch die Forderung ¢ o liﬂl@ = 0; o p; eindeutig bestimmt ist. Es gilt nun die
folgende Proposition.

Proposition 3.9. Sei # eine Kategorie, in welcher jedes projektive System einen Limes besitzt.
Dann wird der Projektive Limes lim zusammen mit der in (2) definierten Abbildung zu einem
Funktor von der Kategorie der projektiven Systeme iiber JZ in die Kategorie JZ .

Beweis. Seien © und ¥ Morphismen so wie oben mit zugehtrigen Abbildungen 1&1 O: @Xi —

lim X; und lim ¥ : lim X — lim X}, dann gilt ¢; o (lim ¥ o lim ©) = 1; 0 ¢} o lm © = (¢; o

0;) o vi, was aufgrund der Eindeutigkeit lﬂl\If 00 =limV¥o liﬂl@ impliziert. Ausserdem gilt

(erneut aufgrund der Eindeutigkeit) h&lid( Xiypis,I) = 1diim x,;, womit alle Funktoreigenschaften
sPigo Pl

nachgewiesen sind. O

4 Eigenschaften des projektiven Limes

In diesem Abschnitt wollen wir wichtige Eigenschaften des projektiven Limes beweisen, wobei
wir uns auf bestimmte Kategorien fokussieren. Im letzten Kapitel wurde bereits bemerkt, dass
der Limes nicht existieren muss. Wenn wir uns jedoch auf bestimmte Kategorien einschrinken,
gilt der folgende Satz.

Satz 4.1. Sei (Xj, ¢;j, I) ein projektives System aus der Kategorie der Gruppen bzw. der Ringe
bzw. der topologischen Riéume bzw. der topologischen Gruppen bzw. der topologischen Ringe.
Dann existiert der projektive Limes. Er ist gegeben durch

X = {(wi)iEIGHXi; ngi:xj:cpij(a:i)} (3)
i€l

sowie p; 1= m;|x, wobei ; : Hjel X; — X, die i-te Projektion bezeichnet.

Beweis. Offenbar ist X zusammen mit der punktweisen Verkniipfung bzw. Teilraumtopologie
der Produkttopologie bzw. beiden Eigenschaften wieder innerhalb der entsprechenden Katego-
rie. Beachte, dass fiir den Fall von Gruppen bzw. Ringen bzw. topologischen Gruppen bzw.
topologischen Ringen das Element (1);e; in X liegt, also insbesondere X # () gilt. Genauso
sind die Abbildungen ¢; Homomorphismen bzw. stetige Homomorphismen, also Morphismen
der jeweiligen Kategorie. Aus der Definition von X folgt fiir j < ¢ unmittelbar ¢;; o p; = ;; die
Abbildungen ¢; : X — X; sind somit vertriglich.

Sei nun Y ein Objekt in der jeweiligen Kategorie mit vertriglichen Abbildungen v¢; : Y — Xj,
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wobei i € I. Wir definieren 1 als die Funktion Y — [] X;, die das Element y € Y auf den Vek-
tor (v;(y))ier abbildet. Man sieht leicht, dass 1) einen Morphismus in der jeweiligen Kategorie
definiert. Fiir j < ¢ gilt dann

Tj o) =1h; = @ij 0 = pij o m; 0.

Dies zeigt, dass 1) die Menge Y nach X abbildet. Jetzt setzen wir ¢ : ¥ — X, y — (y).
Dann ist ¢ ein Morphismus und fiir alle 7 gilt p; 0¥ = 9. Ist ' : Y — X eine weitere
Funktion mit ¢; 0 ¢’ = 9;, dann ist der Eintrag von ¢’(y) in X; gleich ;(y), also ¢’ = 1. Die
Funktion v ist daher eindeutig und somit erfiillt (X, ;) die universelle Eigenschaft. Dies zeigt
die Behauptung. O

Dieser Satz legitimiert es, vom projektiven Limes von Gruppen bzw. Ringen bzw. topologischen
Réaumen bzw. topologischen Gruppen bzw. topologischen Ringen zu sprechen. Im weiteren Ver-
lauf werden wir je nach Zusammenhang das Symbol lim X; auch fiir den in (3) explizit definierten
projektiven Limes verwenden.

Proposition 4.2. Sei (X;, ij, 1) ein projektives System von topologischen Raumen bzw. topo-
logischen Gruppen bzw. topologischen Ringen. Fiir den Limes X := liLan‘ gilt dann:

(i) Ist jedes X; hausdorffsch, dann ist X eine hausdorffsche, abgeschlossene Teilmenge von
Hie] Xi.
(ii) Ist jedes X; total unzusammenhingend, dann gilt das selbe fiir X.

(iii) Ist jedes X; hausdorffsch und kompakt, dann hat auch X diese Eigenschaften.

Beweis. (i) Dass X hausdorffsch ist, folgt aus der Tatsache, dass sich das hausdorffsche Tren-
nungsaxiom auf Produktrdume und Unterrdume iibertrigt. Weiter wissen wir, dass fiir stetige
Abbildungen f,g : Y — Z von einem topologischen Raum Y in einen Hausdorffraum Z der
Differenzkern {y € Y ; f(y) = g(y)} abgeschlossen in Y ist. Daher ist

X = m {x € HXi; ©ij o mi(x) —Wj(ac)}

§<i iel

als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

(ii) Die Eigenschaft, total unzusammenhéingend zu sein, iibertriagt sich auf Unterrdume. Beach-
tet man, dass stetige Bilder zusammenhingender Mengen wiederum zusammenhéngend sind,
und dass die Projektionen 7; : [[ X; — X; stetig sind, so sieht man, dass mit X; fiir alle i € T
auch der Produktraum [] X; total unzusammenhéngend ist. Die Aussage folgt jetzt wie im ers-
ten Teil von (i).

(iii) Nach (i) ist X abgeschlossen in [[ X;. Da letztere Menge nach dem Satz von Tychonoff
kompakt ist, ist auch X kompakt. ]

Lemma 4.3. Sei (X, ¢;) der projektive Limes eines projektiven Systems (X, ¢;;,I) von topolo-
gischen Rdumen bzw. topologischen Gruppen bzw. topologischen Ringen. Weiter sei I gerichtet.
Dann gilt:

(i) Die Mengen ;' (U), wobei i € I und U offen in X;, bilden eine Basis der Topologie auf
X.

(ii) Ist Y eine Teilmenge von X, so dass fiir alle i € I die Bildmenge ¢;(Y") dicht in X ist,
dann ist Y dicht in X.



11

Beweis. Wir arbeiten in [[ X; und verwenden die Symbole aus Satz 4.1.

(i) Jede offene Menge in X ist Vereinigung von Mengen der Form P = Xﬂﬂfll(Ul)ﬂ. . .ﬂﬂ';nl(Un),
wobei n eine natiirliche Zahl ist, 1,...,7, € I und U, offen in X;_ fiir r =1,...,n. Es geniigt
daher zu zeigen, dass fiir alle p = (p;)ier € P ein k und eine in X}, offene Menge U existieren
mit p € gp,;l(U) C P. Wihle dazu k > iy,...,1,; dies ist moglich, da I gerichtet ist. Die Menge
ap,;llr (Uy) ist offen in X}, und beinhaltet das Element py, da fiir alle i < k gilt, dass o (pr) = p;-
Es ist dann U := (,_, (p,;ii(Ur) eine offene Umgebung von p; und daher gplzl(U ) eine offene
Umgebung von p in X. Fiir ¢ = (¢;) € cp,;l(U) gilt g € U und ¢;, = pp;,.(qx) € U, fiir alle
r=1,...,n. Damit folgt ¢, ' (U) C P wie gewiinscht.

(ii) Fiir alle ¢ € I und jede nichtleere, offene Teilmenge U in X; haben wir ¢;(Y) N U # () und
somit Y N ¢; H(U) # 0. Die Aussage folgt jetzt mit (i). O

Definition 4.4. Sei X eine nichtleere Menge. Eine nichtleere Menge % bestehend aus Teil-
mengen von X heisst eine Filterbasis, wenn () ¢ % und wenn fiir alle By, By € % ein By € £
existiert mit By C By N Bs.

Seien G eine topologische Gruppe und [ eine Filterbasis, bestehend aus normalen Untergruppen
von G. Setzen wir L < K fiir K,L € I genau dann, wenn K < L gilt, dann wird I mit
der partiellen Ordnung < zu einer gerichteten Menge. Die surjektiven Homomorphismen ¢, :
G/K — G/L,gK — gL fir L < K sind stetig; dies folgt aus der universellen Eigenschaft der
Quotiententopologie. Es gilt die folgende Proposition.

Proposition 4.5. Seien G, I und qg so wie oben. Dann ist (G/K,qkr,I) ein projektives
System von topologischen Gruppen. Ist (G, ¢k) = lim G /K der Limes dieses Systems, dann
gelten weiter die folgenden Aussagen:

(i) Es existiert ein stetiger Homomorphismus 0 : G — G mit Kern Nxer K und dichtem Bild
in é, so dass pg o 0 die Quotientenabbildung G — G/K ist, fiir jedes K € I.

(ii) Ist G kompakt und sind alle K € I abgeschlossen, dann ist 6 surjektiv.

(iii) Ist G kompakt, sind alle K € I abgeschlossen und ist € injektiv, dann ist 6 ein Isomor-
phismus von topologischen Gruppen.

Beweis. Offenbar ist gk = idg/f fiir alle K € I, sowie gy © gz = qx v fiir simtlichen M <
L =X K, was zeigt, dass LG /K, qkr,I) ein projektivesASystem von topologischen Gruppen mit
wohldefiniertem Limes (G, ¢ ) ist. Wir identifizieren G als Untergruppe von H := []x; G/K.
(i) Wir definieren die Abbildung 6 : G — H, g+ (gK)xer und beachten gL = qx 1 (gK) fiir alle
L < K. Dies zeigt, dass das Bild von 6 in G liegt und wir kénnen somit 6 : G — é, g— (9K)Kker
setzen. Da die einzelnen Komponenten von 6 in das Produkt H Quotientenabbildungen ¢y o 6
sind, welche insbesondere stetige Homomorphismen sind, ist auch 6 ein stetiger Homomorphis-
mus. Fir g € G gilt g € ker(f) genau dann, wenn gK = K fiir alle K € I gilt. Dies zeigt
ker(6) = Nger K. Da fiir jedes K € I gilt, dass ¢ (0(G)) = G/K, folgt mit Lemma 4.3 (ii),
dass 6(G) dicht in G liegt.

(ii) Seien jetzt alle K € I abgeschlossen und G kompakt. Aus Satz 2.2 (viii) folgt, dass jede
Gruppe G/K hausdorffsch ist. Gemiss Proposition 4.2 (i) ist auch G hausdorffsch. Daher ist die
kompakte Menge 6(G) abgeschlossen. Aus der bereits bewiesenen Dichtheit folgt jetzt (G) = G
(iii) Ist zusétzlich 0 injektiv, dann ist # auch ein Homéomorphismus, da G kompakt ist und G
hausdorffsch. Insgesamt ist dann 6 ein homéomorpher Gruppenisomorphismus. ]
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5 Pro-% Gruppen

Wir sind jetzt in der Lage, den Begriff der pro-endlichen Gruppe einzufithren. Dazu betrachten
wir die allgemeinere Definition einer pro-¢ Gruppe. Hierzu sei % eine Klasse von endlichen
Gruppen, die abgeschlossen unter Isomorphie ist; dies bedeutet, dass aus G € ¥ und G = G’
fiir Gruppen G, G’ auch G’ € € folgt. Die Objekte von € heissen %-Gruppen und werden alle
mit der diskreten Topologie versehen.

Definition 5.1. Eine topologische Gruppe G heisst pro-¢ Gruppe, wenn ein projektives System
(Gi, pij, I) von Gruppen aus € existiert mit gerichteter Indexmenge I, so dass G ein projektiver
Limes ist, d.h. G = lim G;.

Wir bemerken, dass eine ¥-Gruppe G auch eine pro-% Gruppe ist, da G der projektive Limes
des projektiven Systems (G,idg, {0}) ist.

Definition 5.2. Wir sagen, die Kategorie & sei abgeschlossen unter Untergruppenbildung, wenn
mit G auch jede Untergruppe von G eine €-Gruppe ist, und € heisst abgeschlossen unter
Produktbildung, wenn das direkte Produkt G1 x G2 eine ¥-Gruppe ist, falls G1, Gy € €. Ist fiir
alle ¥ Gruppen G und alle K < G auch G/K eine ¢ Gruppe, so heisst ¢ abgeschlossen unter
Quotientenbildung.

Satz 5.3. Sei € eine Klasse von endlichen Gruppen, die abgeschlossen unter Untergruppen- und
Produktbildung sowie Isomorphie ist, und sei weiter GG eine topologische Gruppe. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) G ist eine pro-¢ Gruppe.

(ii) G ist isomorph (als topologische Gruppe) zu einer abgeschlossenen Untergruppe eines
kartesischen Produktes von &-Gruppen.

(iii) G ist kompakt und der Durchschnitt iiber alle normalen und offenen Untergruppen von G
mit Faktorgruppe in % ist die triviale Gruppe.

(iv) G ist kompakt, total unzusammenhéngend und fiir jede offene, normale Untergruppe LG
existiert eine offene, normale Untergruppe N <G mit N C L und G/N € €.

Ist € zusitzlich abgeschlossen unter Quotientenbildung, so kann man (iv) ersetzen durch

(iv)* G ist kompakt, total unzusammenhiingend und G/L € ¥ fiir jede offene, normale Unter-
gruppe L < G.

Beweis. (i) = (ii). Diese Implikation haben wir in Proposition 4.2 (i) gezeigt.

(ii) = (iii). Sei G isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe G von H := [Lic; Gi, wobei
I eine nichtleere Indexmenge ist, so dass G; € ¢ fiir alle ¢ € I. Es geniigt die Aussage fiir die
Menge G zu zeigen, da Kompaktheit, Normalitdt und Offenheit unter Isomorphie invariant sind,
und weil % abgeschlossen unter Isomorphie ist. Nach dem Satz von Tychonoff ist H kompakt
und damit auch die abgeschlossene Teilmenge G. Seien jetzt K; der Kern der Projektion H — G;
und N; := K; N G. Weil K; offen und normal in H ist, muss V; offen und normal in G sein. Aus
N K; = 1 folgt automatisch ﬂN = 1. Ausserdem erhélt man mit dem ersten Isomorphiesatz
G/N; = GK;/K; < H/K; = G;. Aufgrund der Voraussetzungen an € gilt G/N; € % fiir alle
i € I. Die Behauptung folgt jetzt, da der gesuchte Durchschnitt in () V; = 1 enthalten ist.

(iii) = (i). Sei I die Menge aller offenen und normalen Untergruppen von GG, deren Faktorgruppe
in ¢ liegt. Fiir N1, Ny € I betrachte die Abbildung von G in die ¢-Gruppe G/N; x G/N,
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gegeben durch g — (gN1, gN3). Diese Abbildung ist offensichtlich ein stetiger Homomorphismus
und der Kern ist gegeben durch Nj N Ny. Dieser ist offen und normal in G und G/(Ny N Na)
ist isomorph zu einer Untergruppe von G/N; X G/Ny. Weil € abgeschlossen unter Isomorphie
sowie Untergruppenbildung ist, gilt N; N Ny € I. Wir haben also gezeigt, dass I eine Filterbasis
von normalen Untergruppen ist. Weil offene Untergruppen nach Satz 2.2 (iv) abgeschlossen sind,
konnen wir Proposition 4.5 anwenden und finden G =2 m Nel G/N im Sinn von topologischen
Gruppen. Also ist G eine pro-¢ Gruppe geméiss Bemerkung 3.6.

(i) = (iv). Es gelte (G, p;) = lim,_ G fiir G; € 4. Nach dem bereits bewiesenen ist G kompakt.
Proposition 4.2 (ii) zeigt, dass G total unzusammenhéngend ist. Sei jetzt L <G offen. Weil 1 € L,
gibt es nach Lemma 4.3 (i) ein ¢ € I mit N := ker(p;) < L. Nun ist N normal und offen in G
und es gilt G/N = im(p;) < G;. Somit ist G/N € €.

(iv) = (iii). Wir miissen nur zeigen, dass der angegebene Durchschnitt trivial ist, also D :=
Nner N = 1, wobei I = {N ; N QG,Noffen,G/N € ¢'}. Sei L < G eine offene, normale
Untergruppe. Nach Voraussetzung existiert ein N € I mit N C L. Also gilt D C L fiir jede
offene, normale Untergruppe L. Da der Durchschnitt aller solcher L nach Proposition 2.6 (ii)
trivial ist, folgt D = 1.

Sei jetzt € zusétzlich abgeschlossen unter Quotientenbildung. Wir miissen somit nur noch zeigen:
(iv) = (iv)*. Sei L eine offene, normale Untergruppe von G. Nach Voraussetzung finden wir
ein N < G, mit Faktorgruppe in ¥ und N < L. Es gilt dann mit dem zweiten Isomorphiesatz
G/L = (G/N)/(L/N). Wir schliessen, dass G/L € € wie behauptet. O

Definition 5.4. Ist ¥ die Klasse der endlichen Gruppen, dann heissen die pro-¢ Gruppen auch
pro-endliche Gruppen. Analog heissen die pro-¢ Gruppen im Fall, wo % die Klasse der endlichen
p-Gruppen ist, auch pro-p Gruppen.

Somit erhalten wir aus dem letzten Satz die folgenden dquivalenten Definitionen fiir pro-endliche
Gruppen.

Korollar 5.5. Sei G eine topologische Gruppe. Dann sind dquivalent:
(i) G ist pro-endlich.

(ii) G ist isomorph (als topologische Gruppe) zu einer abgeschlossenen Untergruppe eines
kartesischen Produktes von endlichen Gruppen.

(iii) G ist kompakt und der Durchschnitt aller normalen, offenen Untergruppen von G ist die
triviale Gruppe.

(iv) G ist kompakt und total unzusammenhéngend.

Beweis. Folgt aus Satz 5.3, da nach Satz 2.2 (iv) jede offene Untergruppe in einer kompakten
Gruppe endlichen Index hat. ]

Proposition 5.6. Seien G eine pro-% Gruppe, H eine abgeschlossene Untergruppe, K <G eine
normale, abgeschlossene Untergruppe und I eine Filterbasis bestehend aus offenen, normalen
Untergruppen, so dass [|yc; NV = 1 ist. Dann gelten

(G,qy) = lim G/N , (H,qyny) = lim H/(HNN) , (G/K, qky) = lim G/KN,
Ner Ner Ner

wobei gy : G — G/N, ¢~y : H — H/(HNN) und ¢ : G/K — G/KN die kanonischen
Homomorphismen sind.



14 6 KOMPLETTIERUNG

Beweis. Die ersten zwei Aussagen folgen sofort aus Proposition 4.5 und Bemerkung 3.6. Die
Menge J := {KN ; N € I} ist eine Filterbasis aus offenen, normalen Untergruppen von G, die
K enthalten. Nach Satz 2.2 (ix) gilt (;c; M = K(\ye; N = K, was erneut wegen Proposition
4.5 zunéchst G/ K = lim Ner G /K N impliziert. Die letzte Behauptung folgt jetzt mit Bemerkung
3.6. O

Der néchste Satz zeigt, wie sich pro-% Gruppen unter Bildung von Produkten, Untergruppen
und Faktorgruppen verhalten.

Satz 5.7. Sei € eine Klasse von endlichen Gruppen, die abgeschlossen unter Untergruppen- und
Produktbildung sowie Isomorphie ist. Dann sind abgeschlossene Untergruppen, Produkte und
projektive Limiten von pro-%¢ Gruppen ebenfalls pro-%” Gruppen. Ist 4 zusétzlich abgeschlossen
unter Quotientenbildung, dann sind Faktorgruppen, die von einer abgeschlossenen, normalen
Untergruppe einer pro-¢ Gruppe gebildet werden, ebenfalls pro-% Gruppen.

Beweis. Aus der Aquivalenz von (i) und (ii) in Satz 5.3 folgt die Aussage fiir abgeschlossene
Untergruppen, da abgeschlossene Untergruppen von abgeschlossenen Untergruppen wiederum
abgeschlossen sind. Sind X; fiir ¢ € I topologische Rdume und A; C X; abgeschlossene Un-
terrdume, dann ist [ [,.; A; abgeschlossen in [[,.; X;. Dies impliziert die Aussage fiir Produkte,
da Produkte von Produkten trivialerweise Produkte sind. Da pro-% Gruppen hausdorffsch sind,
ist der projektive Limes von pro-¢ Gruppen gemiss Satz 4.2 (i) isomorph zu einer abgeschlos-
sene Untergruppe eines Produktes von pro-¢ Gruppen, also wiederum eine abgeschlossene Un-
tergruppe eines Produktes von % Gruppen. Die Aussage iiber Faktorgruppen erhélt man aus
Proposition 5.6, wobei man [ := {N < G, Noffen} setzt und Satz 5.3 (iii), (iv)* anwendet. [

6 Komplettierung

Sei I eine Filterbasis von normalen Untergruppen einer gegebenen Gruppe G. Wie in den Vor-
bemerkungen zu Proposition 4.5 wird I zu einer gerichteten Menge, wenn man L =< K fiir
K, L € I genau dann setzt, wenn K < L gilt. Wir konnen auf der Gruppe G fiir jedes solche I
eine Topologie definieren, indem wir eine Teilmenge offen nennen, wenn sie die Vereinigung von
Orbiten der Form gK ist, wobei g € G und K € I. Dass dies tatséchlich eine Topologie definiert,
garantiert uns die folgende Proposition.

Proposition 6.1. Sei G eine Gruppe und [ eine Filterbasis von normalen Untergruppen von
G. Dann ist die Menge # := {¢gK ; K € I,g € G} eine Basis einer Topologie auf G. Diese
Topologie ist mit der Gruppenstruktur vertréglich, d.h. G wird zu einer topologischen Gruppe.

Beweis. Da die Vereinigung aller Mengen aus % # () die ganze Gruppe G ergibt, miissen wir
fiir den ersten Teil nur noch zeigen, dass der Schnitt zweier Elemente aus % eine Vereinigung
von Elementen aus 4 ist. Seien also K, K’ € I und g,¢’ € G. Weil I eine Filterbasis ist, gibt es
ein K" € 8 mit K" C KN K'. Da die Bahnen eine Zerlegung der Gruppe definieren, finden wir
fiir jedes x in gK N ¢’K’ ein g, € G mit x € g, K”. Wir kénnen schreiben x = gk = ¢'k' = g, k"
fir Elemente k € K, k' € K', k" € K". Es gilt dann ¢, K" = zk" K" = 2 K" = gkK" C gK.
Analog gilt g, K" C ¢'K’', woraus g, K" C gK N ¢g’K’ folgt. Wir haben also wie gewiinscht
gKNgK' =] g. K" gezeigt.

Wir miissen somit nur noch beweisen, dass ¢ : (z,y) — xy " in jedem Punkt (x,y) stetig
ist. Jede Umgebung U von 2y ~! enthilt eine Menge gK € % mit 2y~ ! € gK und wir erhalten
dadurch zy 'K C U. Es existieren Punkte h, ' € G, so dass x bzw. y in hK bzw. h' K enthalten
ist, was mit x = hk bzw. y = 'k’ fiir k, k' € K gleichbedeutend ist. Die Normalitit von K impli-
ziert daher hK (W K)™! = 2k ' KK 'k'y~! = tKy~! = 2y~ ' K. Wir haben insgesamt gezeigt,

1
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dass cpal(U) die offene Menge hK x h'K von (z,y) beinhaltet. Somit ist der Homomorphismus
pg stetig. O

Wir nennen diese durch das obige Lemma charakterisierte Topologie die von I induzierte Topo-
logie. Von nun an sei die Gruppe G mit dieser Topologie versehen.

Definition 6.2. Eine Komplettierung ((A?, J) von G beziiglich I besteht aus einer topologischen
Gruppe G und einem stetigen Homomorphismus j : G — G mit der folgenden universellen
Eigenschaft: Fiir jeden stetigen Homomorphismus 6 : G — H in eine diskrete Gruppe H existiert
ein eindeutiger stetiger Homomorphismus 0:G— Hmit0 =00 j. Ist G eine pro-endliche
Gruppe und haben alle Untergruppen aus I endlichen Index, so spricht man von einer pro-
endlichen Komplettierung bzgl. I.

Die universelle Eigenschaft von Komplettierungen lasst sich auf pro-endliche Gruppen ausdehnen
in folgendem Sinn.

Proposition 6.3. Sei (@ j) eine Komplettierung von G beziiglich I. Dann existiert fiir jeden
stetigen Homomorphlsmus 0 : G — H in eine pro-endliche Gruppe H ein eindeutiger stetiger
Homomorphismus 6 : G — H, so dass 8 = 6o j gilt. Dies wird durch die Kommutativitidt des
folgenden Diagramms verdeutlicht.

Beweis. Die Menge aller offenen, normalen M < H bezeichnen wir mit J. Weiter sei ¢qps die
Quotientenabbildung H — H/M. Wir betrachten jetzt das Diagramm

X\ Té Onr
G )

wobei die Abbildungen é, 0as noch zu definieren sind. Die Gruppe H ist nach Korollar 5.5 kom-
pakt. Weiter ist H/M diskret; dies folgt aus der Tatsache, dass q];[l(hM ) = hM fiir jedes h € H
offen ist. Da G eine Komplettierung von G ist, existiert ein eindeutiger stetiger Homomorphis-
mus 6y : G — H/M mit gpyo0 = 0pr0j. Fiir M < N, M, N € J sei qyry der Homomorphismus
hM — hN. Nach Proposition 4.5 ist (H/M, qyn,J) ein projektives System von topologischen
Gruppen. Aus Korollar 5.5 (iii) und Proposition 5.6 wissen wir, dass (H,qps) ein projektiver
Limes dieses Systems ist. Wir haben gy = qpsn © gas und somit

gunobyoj=qunoquot =qnotl=0Noj.

Die Eindeutigkeit von 0y zeigt, dass qyn © 0y = 6n. Daher ist (CA}’, Opr) mit dem System
(H/M, gy, J) vertriglich. Es existiert daher ein eindeutiger stetiger Homomorphismus 0:G—
H mit gz 0 0 = 0y Wir wissen jetzt, dass fiir alle M € J und alle g € G gilt qpr 0 0 0j(g) =

qnr00(g). Dies impliziert 6(j(g))(0(g)) ™" € ker aM = M. Korollar 5.5 zeigt (1, ; M = 1 und wir
schliessen 6 o j = 0 wie gewiinscht. Sei jetzt 7 : G — H ein weiterer stetiger Homomorphismus
mit 7oj = 6. Dann ist (gapso7)0j = qu o6 und es folgt gps o7 = 0y aufgrund der Eindeutigkeit
von 0. Wie oben folgt fiir jedes u € G aus qur(7(u)) = qar(0(w)) die Bezichung 6(u)(r(u)) "t €
ker qps = M fiir alle M € J. Wie oben schliessen wir 7 = 6. O
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Jetzt sind wir in der Lage zu zeigen, dass eine pro-endliche Komplettierung existiert und bis auf
Isomorphie sogar eindeutig ist. Definiere dazu fiir K, L € I mit L < K die surjektive Abbildung
qri 1 G/L — G/ K, welche gL auf gK abbildet. Damit wird (G, qrk,I) geméss Proposition 4.5
zu cinem projektiven System mit Limes (G, o) := lim . G/K.

Proposition 6.4. Sei I eine Filterbasis von normalen Untergruppen von G mit endlichen Index.
Dann existiert die pro-endliche Komplettierung bzgl. I und ist bis auf Isomorphie eindeutig.
Genauer gilt:

(i) Die Gruppe G = lim G /K zusammen mit der Abbildung j : G — G gegeben durch
g — (gK)ker ist eine pro-endliche Komplettierung von G beziiglich I.

(ii) Sind (@1, J1), (@2, Jj2) pro-endliche Komplettierungen von G beziiglich I, dann existiert
ein eindeutiger Isomorphismus von topologischen Gruppen « : G; — G2 mit a0 j; = js.

Beweis. (i) Dass j stetig und wohldefiniert ist, haben wir in Proposition 4.5 gezeigt. Seien H
eine diskrete topologische Gruppe und 6 : G — H ein stetiger Homomorphismus. DaAker(H)
offen ist, existiert wegen Proposition 6.1 ein L € I mit L C ker(6). Wir definieren 0 : G — H
als die Abbildung 6oy, wobei ¢ : G/L — H durch gL — 6(g) gegeben ist. Offensichtlich ist 0
wohldefiniert, stetig und ein Homomorphismus mit 6 = fo j-Ist 7 : G — H ein weiterer stetiger
Homomorphismus mit # = 7 o j, dann stimmen 6 und 7 auf der dichten Menge j(G) iiberein
(vgl. Proposition 4.5). Da der Differenzkern der Abbildungen 6 und 7 in den Hausdorfiraum H
abgeschlossen ist, gilt 6 = 7. Damit ist 0 eindeutig.

(ii) Betrachten wir die Komplettierung (@1, j1) und den stetigen Homomorphismus jz, so liefert
Proposition 6.3 einen eindeutigen stetigen Homomorphismus « : G; — 62 mit o o j; = jo.
Vertauschen wir die Rollen von @1 und @2, erhalten wir einen eindeutigen stetigen Homomor-
phismus 8 mit 8o jo = j7;. Damit gilt j; = (id@1) 0j1 = (B oa)oji. Mit der Eindeutigkeit
aus Proposition 6.3 schliessen wir id@1 = [ o a. Analog zeigt man id@v2 = a o (3. Also ist a ein
Isomorphismus. O

Proposition 6.5. Sei (é, j) eine pro-endliche Komplettierung von G bzgl. I, wobei alle Un-
tergruppen aus I endlichen Index haben. Dann ist j(G) dicht in G und kerj = xer K. Ist
G kompakt, so ist j surjektiv. Ist G kompakt und j injektiv, so ist j ein Isomorphismus von
topologischen Gruppen.

Beweis. Nach Proposition 6.4 kénnen wir annehmen, dass G= lim Kel G/K gilt. Die Aussage
folgt jetzt direkt aus Proposition 4.5, da offene Mengen von topologischen Gruppen abgeschlossen
sind. O

Sei jetzt € eine Klasse von endlichen Gruppen, die abgeschlossen unter Untergruppenbildung,
Produktbildung und Isomorphie ist. Seien weiter GG eine Gruppe und K, L normale Untergruppen
mit G/K und G/L in . Dann ist K N L der Kern des Homomorphismus G — G/K x G/L
gegeben durch g — (¢K, gL). Somit ist auch die Faktorgruppe von G nach K N L in ¥. Die
Menge aller normalen Untergruppen von G mit Faktorgruppe in € bildet somit eine Filterbasis
und wir kénnen definieren:

Definition 6.6. Die pro-¢ Komplettierung G einer Gruppe G ist die pro-endliche Komplettie-
rung beziiglich der Filterbasis, bestehend aus allen normalen Untergruppen von G mit Faktor-
gruppe in €. Nach Proposition 6.4 gilt also G = lim, G/K, wobei I :={K <G ; G/K € ¢}.
Ist € die Klasse aller endlichen Gruppen, so nennen wir die pro-% Komplettierung auch die
pro-endliche Komplettierung.
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7 p-adische Zahlen

Wir wollen hier ein wichtiges Beispiel einer Komplettierung genauer betrachten, ndmlich die
Gruppe Z. Hierzu bendtigen wir den Begriff der p-adischen Zahlen Z,,.

Definition 7.1. Sei (Z/p™Z, ppmn, IN) das projektive System von topologischen Ringen, wobei
p eine feste Primzahl ist, und fiir m,n € IN,n < m der Morphismus p, ., definiert ist als
"+ Z/p"Z — r + Z/p"Z. Der projektive Limes (Zy, ppm) = @me]N Z./p™Z heisst der Ring
der p-adischen Zahlen.

Wir betrachten jetzt die pro-endliche Komplettierung von Z, also (2, o) = liﬁlkem* Z./KZ. Wir
fassen dies als projektiven Limes des projektiven Systems (Z/kZ, oy, IN*) von topologischen
Ringen auf, wobei IN* mit der Teilbarkeitsrelation zu einer gerichteten Menge wird und wo
o Z/k7Z — ZJIZ fir l|k der kanonische Ringepimorphismus ist. Es gilt dann der folgende
wichtige Satz iiber die Komplettierung von Z.

Satz 7.2. Es bezeichne P die Menge aller Primzahlen. Dann existiert ein Isomorphismus von
topologischen Ringen
7= 1]z,

peP

Beweis. Wir verwenden die Symbole von oben und setzen zur Abkiirzung R := [[,cp Zp. Sei
k € IN* mit Primfaktorzerlegung k = HpE]P p»®) | wobei natiirlich fast alle Exponenten ap(k) €
IN verschwinden. Der chinesische Restsatz liefert dann einen kanonischen Ringisomorphismus
v /K7 — HpelP Z /pap(k)Z, der zu einem Isomorphismus von topologischen Ringen wird,
wenn wir beide Seiten mit der diskreten Topologie versehen. Weiter ist die komponentenweise

gebildete Funktion

pr R — H Z/pap(k)Z s (Tp)pep (Pp,ap(k) (7p))pep
pelP

ein stetiger Ringhomomorphismus. Somit kénnen wir fiir jedes k& € IN* einen Morphismus ¢y, :=
vy Yoy : R — Z/kZ von topologischen Ringen definieren. Fiir alle k,1 € IN* mit {|k gilt dann
o1 © r = (py; dies folgt ndmlich aus der Kommutativitit des folgenden Diagramms.

pp,ap

Zp H%/pap(k)z -~ Z/kZ

idl lpp,ap(k)ap(l) lgkl
pp,ap

Z, H%/pap(l)z -~ 7)IZ

Daher sind diese Morphismen vertréiglich mit dem projektiven System (Z/kZ, oy, IN*) von to-
pologischen Ringen.

Sei jetzt S ein weiterer topologischer Ring mit Morphismen v : S — Z/kZ, die ebenfalls
mit dem System (Z/kZ, ok, IN*) vertriglich sind. Indem man die Projektionen 7, : Z/kZ —
A pr() 7, anwendet, erhilt man fiir jede Primzahl p einen Morphismus Ypk = TproYp : S —
Z/pal’(k)Z, wobei fiir [ | k gilt, dass Ppp(k)ap 1) OVp.k = Pp,ap(k)ap ) OTpkOUk = Tp100kiOYE = Pp .
Insbesondere ist ¥, = 1, i falls a,(k) = ap(k'). Wir erhalten daher fiir festes p € P und fiir
jedes m € IN eine eindeutige Abbildung S — Z/p™Z, und diese Abbildungen sind mit dem
System (Z/p™Z, ppmn, N) vertréglich. Somit existiert ein eindeutiger Morphismus v, : S — Z,

mit pp o (k) © ¥y = Yp k- Fiir den induzierten Morphismus ¢ : S — R, s+ (¢,(s))pep gilt dann

offenbar g 01 = yk_l 0 (Pp,ay(k) © Vp)peP = I/k_l o (Ypk)pep = Yx. Weil die ¢, den Morphismus
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¥ mit dieser Gleichung komponentenweise bestimmen, muss, da die 1/1;, eindeutig sind, auch ¢
eindeutig sein. Wir haben somit gezeigt, dass (R, @) ein projektiver Limes von (Z/kZ, o, IN*)
ist. Die Behauptung folgt jetzt aus Satz 3.8. O

Definition 7.3. Sei R ein kommutativer, unitérer Ring, n € IN* sowie X = (z;5);; € R™".
Wie {iblich definiert man dann die Determinante von X als

det(X) := ) $80(0)Z10(1)T20(2) *** Tno(n) »
oES
wobei ., die n-te symmetrische Gruppe bezeichnet. Die gewthnlichen Rechenregeln fiir Deter-
minanten iiber Korpern lassen sich dann sinngeméss auf kommutative, unitédre Ringe tibertra-

gen. Ist R’ ein weiterer Ring und f : R — R’ ein Ringhomomorphismus, so gilt fiir die Matrix
F(X) := (f(wi;))i,; offensichtlich det(f(X)) = f(det(X)).

Definition 7.4. Seien R ein kommutativer, unitdrer Ring und n € IN*. Dann ist die spezielle
lineare Gruppe SL,(R) die Menge aller n x n Matrizen mit Eintrdgen in R und Determinante
gleich 1. Aufgrund der Cramer’schen Regel sind Elemente aus SL,,(R) invertierbar. Die Inversen
Elemente liegen dann auch wieder in SL, (R), was zeigt, dass es sich tatséchlich um eine Gruppe
handelt. Ist R ein topologischer Ring, so versehen wir SL,,(R) C R™ mit der Unterraumtopologie
des Produktraumes R™. Weil Matrixmultiplikation und Matrixinversion in SL,(R) sich auf
Multiplikation und Addition in R zuriickfithren lassen, wird die spezielle lineare Gruppe zu
einer topologischen Gruppe.

Proposition 7.5. Es gibt einen Isomorphismus von topologischen Gruppen

SLn(Z) = [ ] SLu(Zy).

peP

Beweis. Sowohl Z als auch Z, sind kommutative, unitére topologische Ringe. Nach Satz 7.2
existiert ein Isomorphismus ¢ : Z — []

so bezeichnen wir mit g : []
Abbildung

pep Zp von topologischen Ringen. Ist ¢ eine Primzahl,

vep Lp — Zg4 die g-te Projektion. Wir wollen nun zeigen, dass die

¥ SLo(Z) — [ STn(Zp) , (@ig)i = ((mp 0 9(xi5))ig)per
pelP
einen Isomorphismus von topologischen Gruppen definiert. Die Abbildung 1 ist wegen det((mp o
©(xij))i;) = mpow(det((xi;)s,;)) wohldefiniert. Betrachtet man diese Funktion komponentenweise
fiir alle p € P und fiir alle (¢,j) € n x n, so sieht man sofort, dass es sich um einen stetigen
Gruppenhomomorphismus handelt. Sei nun ¢(z) = (id)pep fiir ein z = (z45);; € SL,(Z). Dann
gilt Vp,i # j : mp 0 p(xij) = 0 A mp 0 p(x) = 1 woraus Vi # j : ¢(zi5) = 0 A p(xi;) = 1 und
schlussendlich z = id folgt. Wir haben somit gezeigt, dass 1 injektiv ist. Ist y = ((Yp,ij)i,j)peP €
[Lep SLn(Zyp), so gilt fiir alle p € P, dass det((yp,ij)i,j) = 1. Daher hat auch ((yp,ij)pep)i,; €

nxn ~
(Hpe]P Zp> Determinante 1. Setzen wir = := (0™ ((yp,ij)pep))i; € Z™ ™, so sehen wir, dass

2 € SLn(Z) und (z) = y gelten. Somit ist ¢ auch surjektiv. O

8 Das Kongruenzuntergruppenproblem

An dieser Stelle soll ein Problem aus der Zahlentheorie und der Gruppentheorie vorstellt werden.
Es handelt sich dabei um das Kongruenzuntergruppenproblem. Pro-endliche Gruppen spielen
dabei eine wichtige Rolle. Wesentlich fiir dieses Problem sind die folgenden Definitionen. Dazu
so von nun an immer n € IN* vorausgesetzt.
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Definition 8.1. Sei H eine Untergruppe von SLy,(Z). Dann heisst H eine arithmetische Unter-
gruppe, falls der Index endlich ist.

Definition 8.2. Sei 0 # kZ C Z ein nichttriviales Ideal und my, : SL,(Z) — SL,(Z/kZ) die
komponentenweise Projektion. Dann heisst I'(k) := ker(my) eine Hauptkongruenzuntergruppe.
Jede Untergruppe von SL,(Z), die eine Hauptkongruenzuntergruppe enthélt, nennen wir eine
Kongruenzuntergruppe.

Da Z/kZ eine endliche Gruppe ist, ist auch SL,(Z/kZ) endlich und daher hat I'(k) endlichen
Index in SL,(Z). Hieraus folgt, dass Kongruenzuntergruppen endlichen Index besitzen, d.h.
Kongruenzuntergruppen sind arithmetische Untergruppen. Umgekehrt kann man sich die Frage
stellen, ob jede arithmetische Untergruppe von SL,,(Z) eine Kongruenzuntergruppe ist. Dies be-
zeichnet man als das sog. Kongruenzuntergruppenproblem. In der modernen Formulierung kann
man dieses Problem noch auf weitere Gruppen ausdehnen. Man beachte, dass Kongruenzun-
tergruppen in vielen Situationen auftreten; z.B. im Hauptschritt von Wiles’ Beweis des grossen
Fermat’schen Satzes.

Fiir diesen hier betrachteten Spezialfall wurde das Kongruenzuntergruppenproblem bereits 1962
vollstéindig gelost. Es gilt ndmlich der folgende Satz, den Bass, Lazard und Serre sowie un-
abhingig Mennicke gezeigt haben. Dieses Resultat wurden 1965 von Bass, Milnor und Serre
verallgemeinert. Fiir einen Beweis siche [2].

Satz 8.3. Jede arithmetische Untergruppe von SL,,(Z) fiir n > 3 ist eine Kongruenzuntergruppe.

An dieser Stelle soll noch kurz auf den Zusammenhang zwischen diesem Satz und den pro-
endlichen Gruppen bzw. der pro-endlichen Komplettierung eingegangen werden. Zunéchst ein
Lemma.

Lemma 8.4. Sei (SL,,(Z/kZ), pr;, IN*) das projektive System von topologischen Gruppen mit
den kanonischen, stetigen Homomorphismen ¢y : SLy,(Z/kZ) — SL,(Z/IZ) fiir | | k. Es gibt
dann einen Isomorphismus von topologischen Gruppen

SLn(Z) = lim SL,(Z/KZ).
kelN*

Beweis. Wir setzen ¢y, : SLn(Z) — SLn(Z/kZ) (xij)ij — (ok(xij))ij, wobei oy, : 7 — 7.JKZ.
so wie im letzten Kapitel definiert ist. Da die Abbildungen oy mit dem System (Z/kZ, ok, IN)
vertriglich sind, gilt ¢ 0 v = ¢y, d.h. die g sind mit (SL,,(Z/kZ), px;, IN*) vertriglich. Sei Y
eine weitere topologische Gruppe mit vertridglichen Abbildungen vy : Y — SL,(Z/kZ) fiir alle
k € IN*. Wir betrachten nun die einzelnen Komponenten 1;; 1, : Y — Z/kZ fiir alle (i,j) € n xn
von vy, Fiir fixe ¢, j sind die Homomorphismen );; ;; mit dem pro jektiven System (Z/kZ., o1, IN*)
vertréglich, daher existiert eine eindeutige Abbildung ;; : ¥ — Z mit o) 0i; = 1y k. Offenbar
ist ¢ = (¢yj)ij 1 Y — Zn<" ein stetiger Ringhomomorphismus. Bezeichnet 7y : Dz
(Z/kZ)™*™ die Abbildung (zij)i; — (ok(xij))ij, dann gilt ¢y, = m, o ¢’. Dies impliziert fiir
beliebiges y € Y, dass o (det(¢)'(y))) = 1. Da dies fiir alle k gilt, ist, weil o die Einschrinkung
der Projektion ist, det(y/(y)) = 1 und wir kénnen 1 : Y — SLy(Z) , y — ¢/(y) setzen. Damit
gilt ¢y o9 = 1. Durch diese Gleichung ist v bereits eindeutig festgelegt, da alle v;; eindeutig
sind. Wir haben insgesamt gezeigt, dass (SLn(z), ¢k ) ein projektiver Limes ist. Die Behauptung
folgt jetzt aus Satz 3.8. O

Bemerkung 8.5. Man kann zeigen, dass die Homomorphismen SL,,(Z) — SL,(Z/kZ) fir alle
k € IN* surjektiv sind. Somit gilt auch SL,(Z)/T'(k) = SL,(Z/kZ). Wir verzichten jedoch auf
einen Beweis dieser nichttrivialen Tatsache (vgl. [4], S. 158 (ii) und [1], S. 18, Corollary 5.2).
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Korollar 8.6. Die pro-endliche Komplettierung von SLy,(Z) ist fiir n > 3 isomorph zu SLn(i).

Beweis. Sei I die Menge der Hauptkongruenzuntergruppen I'(k) fir £ € IN* in SL,(Z). Dies
ist eine Filterbasis von normalen Untergruppen mit endlichem Index, da I'(kk’) C T'(k) N T'(K')
gilt. Geméss Proposition 6.1 ist somit I die Umgebungsbasis des Einselements einer Topologie
auf SL,, (7). Die Menge aller normalen Untergruppen mit endlichem Index definiert genauso eine
Umgebungsbasis von 1 einer weiteren Topologie auf SL,,(Z) und diese Topologie ist offensichtlich
feiner. Da nach Satz 8.3 jede arithmetische Untergruppe eine Gruppe aus I enthilt, induzieren
diese beiden Topologien die gleichen Umgebungen von 1, sind somit geméss Satz 2.2 (v) identisch.
WEeil die Komplettierung allein von der Topologie abhéngt, gilt nach Proposition 6.4 also

SL.(Z) = lim SL,(Z)/T (k).
keN*

Aufgrund von Bemerkung 8.5 und wegen Proposition 3.9 (Funktoren bilden Isomorphismen auf
Isomorphismen ab) gilt lim, . SL,(Z)/T (k) = lim, . SL,(Z/KZ). Wir konnen jetzt Lemma
8.4 anwenden und sind fertig. O

Erstaunlicherweise gilt Satz 8.3 nicht fiir den Fall n = 2. Diese Tatsache wurde bereits Ende des
19. Jahrhunderts von Fricke und Klein bewiesen und soll im Folgenden erarbeitet werden. Wir
bendtigen den folgenden Hilfssatz, der auch unter dem Namen ,,Ping Pong Lemma‘ bekannt ist.

Lemma 8.7. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge S operiert. Weiter seien 51,53 C S
Teilmengen mit Sy ¢ S; und seien Gp, G2 Untergruppen von G mit card(Gi) > 3, so dass
folgendes gilt:

Vg € Gl\{l} : gSQ Cc S , Vh € GQ\{I} : hS1 C Ss.

Dann ist die Untergruppe Gg, welche von G1 U Gy erzeugt wird, kanonisch isomorph zum freien
Produkt G1 * GQ.

Beweis. Aufgrund der universellen Eigenschaft des freien Produktes existiert ein kanonischer
Homomorphismus ¢ : G1 * Go — Gp. Da dieser offenbar surjektiv ist, miissen wir nur noch
die Injektivitdt iiberpriifen. Wir nehmen hierzu indirekt an, w sei ein reduziertes, nichttriviales
Wort mit ¢(w) = 1. Wir betrachten zuerst denn Fall, wo w mit einem Element aus G; anféingt
und aufhért, d.h. w = g1 * hy * -+ % g, mit g; € G1\{1}, h; € G2\{1} und n > 0. Wir erhalten
aufgrund der Voraussetzungen So = ¢(w)S2 = g1hy -+ g, S2 C S1, also einen Widerspruch. Wir
kénnen somit ohne Einschrinkung annehmen, dass w von der Form g * hq % g1 * - - - x h,, oder
hi* gy *---% gt oder hy x gy *---* hy, ist, wobei g,¢; € G1\{1} und h; € G2\{1}. Wir wihlen
ein ¢ € G1\{1,¢97'} und setzen v := ¢’ * w * ¢’ 1. Es gilt ¢(v) = ¢(¢")p(g'"!) = 1. Weil die
reduzierte Darstellung von v mit nichttrivialen Elementen aus G; anfingt und aufhort, fiihrt

dies nach dem bereits Bewiesenen auf einen Widerspruch. 0
. : 1 2 10 . .
Lemma 8.8. Die Matrizen A := 01 und B := 9 1) erzeugen eine freie Untergruppe

von SLy(Z) mit freiem Erzeugendensystem {A, B}.

Beweis. Man priift leicht nach, dass SLg(Z) vermoge <CCL b> (2) = 2 auf # = {2 € C;

d cz+d
. . . 0 1 1 2k
Im(z) > 0} operiert. Wir setzen jetzt C := L o) G1:=(A) = 0o 1) keZ;, Gy =

(C) ={id,C} sowie Sy := {z € # ; |Re(z)| > 1} und Sy := {z € A ; |z| < 1}. Seien z; € Sy

und zo € Sa. Es gilt dann |Cz1| = |1/21] < 1 sowie Re ((é 21k) 22) = Re(z2 + 2k) > 1 fiir
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k € Z*. Daher sind alle Bedingungen von Lemma 8.7 erfiillt und wir kénnen schliessen, dass ein
kanonischer Isomorphismus ¢ : (A) x (C) — (A, C) existiert. Weiter gibt es einen kanonischen,
surjektiven Homomorphismus v : (A) x (B) — (A, B). Aus B = CAC folgt (A, B) C (A, C). Die
Zuordnung A* — A* BF — C % AF %« C induziert aufgrund der universellen Eigenschaft einen
Homomorphismus p : (A) % (B) — (A) % (C) und es gilt ¢ = ¢ o p (beachte CC' = id). Da p
nichttriviale Worte auf nichttriviale Worte abbildet, ist p injektiv und daher auch . Daher ist
Y ein Isomorphismus. Weil A und B unendliche Ordnungen haben, ist (A) * (B) sogar frei mit
freiem Erzeugendensystem {A, B}. O

Lemma 8.9. Die Hauptkongruenzuntergruppe I'(2) von SLy(Z) wird von den Elementen A :=

<(1) i) , B = <; ?) und —id erzeugt. Zudem hat die Untergruppe H, welche von A und B

erzeugt wird, endlichen Index in I'(2).

Beweis. Offensichtlich sind die angegebenen Matrizen Elemente von I'(2), also ist auch die davon

erzeugte Gruppe in I'(2) enthalten. Sei umgekehrt M := ¢ b) € I'(2). Ist ¢ = 0, dann folgt aus

d
ad = 1, dass entweder M € (A) oder —M € (A) gilt. Sei jetzt ¢ # 0. Es existiert eine Darstellung
a = 2qic+ry mit g;,m1 € Z und |r1| < |¢|. Da a ungerade ist und ¢ gerade, ist r; ungerade und

. .. _ 1 —2¢ a b T % )
. apN = = W
daher gilt sogar |ri| < |c|[. Somit gilt A~ M <0 1 > <C d> (c *> € I'(2). Wie

oben findet man go2,r2 € Z mit ¢ = 2qory + 72, so dass |ra| < |r1] < |¢| und ro gerade ist. Jetzt

gilt BTRZA M = L O) (7~ — ("™ ™). Iteriert man dieses Verfahren, erhélt man
—2¢ 1 c x ro %

nach endlich vielen Schritten eine Matrix N € H mit NM = <; :) Diese letzte Matrix ist,
wie wir zu Beginn dieses Beweises festgestellt haben, von der Form +A*, ¢t € Z. Wir haben also
I'(2) € H U —H gezeigt. Offenbar gilt dann auch card(T'(2)/H) < 2. O

Jetzt sind wir in der Lage, den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen.

Satz 8.10. Es gibt unendlich viele arithmetische Untergruppen von SLy(Z), die keine Kongru-
enzuntergruppen sind.

Beweis. Aus Lemma 8.8 und 8.9 wissen wir, dass H = (A, B) frei mit Erzeugendensystem
{A, B} ist, und endlichen Index in I'(2) hat. Fiir jedes Element w € H sei es(w) € Z die
Summe aller Exponenten von A, die in w vorkommen. Da H frei ist, ist eq : H — 7Z ein
wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. Sind [ > 1 und 7; : Z — Z/1Z die Restklassenabbil-
dung, so setzen wir I'; := ker(m 0 e4). Da I'; endlichen Index in H hat, hat I'; auch endlichen
Index in SLg(Z), ist somit eine arithmetische Untergruppe. Wir wollen zeigen, dass I'; kei-
ne Kongruenzuntergruppe ist, falls [ keine Potenz von 2 ist. Nehmen wir indirekt an, es sei
| = 2'k mit ungeradem k > 1 und es existiere ein n € IN* mit I'(n) C ;. Dann gilt aber
auch I'(kn) C I';. Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, es existiere ein ungerades n und ein
m > 0 mit I'(2™kn) C T';. Da 2"5kn und 5kn — 4 teilerfremd sind, gibt es eine ganze Zahl
s mit s(5kn —4) = 1 (mod 2™5kn). Dies impliziert s = —4s = 1 (mod 5). Wir schreiben

s = 5r+ 1. Es gilt P := B ABAF1 — <<21r (1)) ((1) f)) ((; ?) ((1) 2(’“”1_ 1)>> _

1 2 1 2(kn—1)\ (5 2(5kn—4) . . :
<2r Ar + 1) <2 Ak — 3 > = (23 5 € H fiir ein § € Z, wie man leicht nach-

rechnet. Aus der Bedingung det(P) = 1 schliessen wir § = 1 (mod 2™kn). Genauso ist @ :=
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APkn—4ps — 1 2(5kn —4) 10 - (& 2(5kn —4) € H fir ein o € Z. Wie oben
0 1 2s 1 2s 1

folgt aus det(Q) = 1, dass @« = 5 (mod 2"5kn). Insgesamt gilt P = @ (mod 2"kn), wor-
aus PQ™! € T'(2™kn) folgt. Jedoch gilt es(PQ™!) = —4kn +4 = 4 # 0 (mod k) also auch
ea(PQ™Y) # 0 (mod 1). Dies steht im Widerspruch zu PQ~! € T;. O
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